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Prof. dr hab. inz. Jan Steczkowski
(1923-2016) — zycie i tworczosS¢

Dziecinistwo i okres wojenny

Jan Kanty Steczkowski urodzit si¢ w Krakowie w dniu 11 pazdziernika 1923 r.
w znanej 1 szanowanej rodzinie. Dziecifistwo miat szczgSliwe, aczkolwiek, jak sam
wspominal, byt dzieckiem niesfornym i sprawiat ktopoty. Byt niespetna szesna-
stoletnim chtopcem, gdy wraz z wybuchem wojny skonczyto sie jego szczgsliwe
dziecinstwo, a rozpoczety si¢ trudne lata niemieckiej okupacji. Aby nie narazac
si¢ na aresztowanie przez okupanta, podjal nauke w legalnie dziatajacej, znanej
przed wojna, Szkole Rolniczej w Czernichowie. W szkole tej zdal konspiracyjna
malg mature.

W 1942 r. rozpoczat dziatalno$¢ konspiracyjna w szeregach Armii Krajowej
[Migdzy liczbq a trescig... 2000, s. 5-6]. Najpierw dziatat w placéwce szkolne;j
o kryptonimie ,,Pardwa”, podporzadkowanej IV batalionowi VI Dywizji Armii
Krajowej Krakéw. Z czasem placéwka ta przeksztalcita si¢ w konspiracyjng Szkote
Podchorgzych AK. Mtody Jan Steczkowski ukoficzy? ja, otrzymujac stopien
wojskowy kaprala podchorazego. W zwiazku z przygotowywaniem planow
operacji ,,Burza” po zaopatrzeniu w falszywe dokumenty zostatl przerzucony do
Warszawy, a potem na Podlasie w okolice Radzynia, gdzie walczyl w oddziale
partyzanckim nalezacym do 35 putku piechoty AK pod dowdédztwem majora
»Muellera”, komendanta radzyfiskiego obwodu AK. W oddziale tym jako mtody,
silny chtopak nosit CKM. Po wkroczeniu na te tereny Armii Czerwonej w lipcu
1944 r. jego oddziat zostat rozproszony, a on sam zostal ztapany, aresztowany

Jézef Pociecha, Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie, Wydziat Zarzadzania, Katedra
Statystyki, e-mail: pociecha@uek krakow.pl



6 Jozef Pociecha

i osadzony w obozie przejSciowym na Majdanku. Unikngl wywdzki do sowiec-
kich tagréw, wykorzystujac okazje do ucieczki. Drugg potowe 1944 r. Profesor Jan
Steczkowski wspominat jako jeden z najtrudniejszych okreséw w swoim zyciu;
tutaczka po lasach, giéd i niepewnos$¢ jutra zotnierza AK bez przydziatu byty
przygnebiajace, jak sam niechetnie o tym méwit. Linia frontu oddzielajaca Lubel-
szczyzng¢ od Krakowa odcigta mu droge powrotu do domu. W styczniu 1945 r.
po przesunigciu linii frontu na zachdéd dotart do domu rodzinnego w Krakowie.
Tutaj spotkata go kolejna przykra niespodzianka. Jego dom rodzinny, jako jeden
z nielicznych w Krakowie, zostat w czasie ofensywy zimowej trafiony bombg
lotnicza; jego mieszkanie bylo zniszczone. Snut plany podjecia studiéw — my§lat
o chemii na nowo tworzonej Politechnice Krakowskiej, lecz jego losy potoczyty
si¢ inaczej. Za przynalezno$¢ do Armii Krajowej w sierpniu 1945 r. zostat aresz-
towany i skazany na dwa lata wigzienia. W pazdzierniku 1946 r. zostat zwolniony
na mocy amnestii.

Okres stalinowski

Po wyjsciu z wiezienia zaczal szukaé swojego miejsca. Najpierw uzupetnit
braki w Srednim wyksztalceniu, a nastepnie w zwigzku z zakazem wstepu na
uczelnie panstwowe' podjat studia na kierunku ogélnohandlowym w éwczesnej
prywatnej Akademii Handlowej w Krakowie. Ukoficzyt je w 1950 r., ale bez
tytutu magistra, gdyz ideologiczny recenzent jego pracy magisterskiej odrzucit ja
jako niemarksistowska [Miedzy liczbq a trescig... 2000, s. 6].

W 1950 r. prywatna Akademia Handlowa zostata upahstwowiona i przeksztal-
cona w Wyzszg Szkole Ekonomiczng. Jej finansowanie jako uczelni pahstwowej
zostato przejete przez budzet pafnstwa, co w dwczesnym systemie nakazowo-
-rozdzielczym wigzalo si¢ z przedstawianiem szczegétowych planéw wydatkow.
W tym okresie ,,totalnego zamieszania” pojawil si¢ na uczelni Jan Steczkowski we
wilasnych studenckich sprawach.

»Spotkalem si¢ z dr. Julianem Popielem, asystentem prof. Feliksa Mtynarskiego i zara-
zem sekretarzem Szkoty, tak nazywat si¢ bowiem dyrektor Uczelni, ktéry popatrzyt na
mnie i — zapewne w ostatecznej rozterce — zapytat, czy nie podjatbym si¢ opracowania
budzetu, zgodnego z wymaganiami resortu. Nie wiem, co mng wowczas powodowato —
z pewnoécig chroniczny brak gotéwki — bo wyrazitem zgode. Otrzymatem z Uczelni sto-
sowne upowaznienie, kupitem ryze papieru i pojechatem do Warszawy. W Ministerstwie
namoéwitem pewnego urzednika, by mi udostgpnit — jego zdaniem — najlepiej opracowany
budzet uczelni ekonomicznej i zasiadlem do pracy. Wéwczas wszystko musiato by¢
zaplanowane: nawet papier toaletowy, Scierki i benzyna wedtug z géry okres§lonych norm
zuzycia. Przepisalem wszystkie pozycje uzyczonego mi wzoru, co trwato dwa dni. Gdy
wrécitem do Krakowa (...), kolejno zapraszatem przedstawicieli poszczeg6lnych dziatéw

! Dzieci tzw. bz-téw (bytych ziemian) oraz kutakéw nie miaty wstepu na uczelnie pafistwowe.



Prof. dr hab. inz. Jan Steczkowski (1923-2016)... 7

i zadawalem pytania w rodzaju: iloma samochodami dysponuje administracja, ile wynosi
roczne zuzycie benzyny, przeliczajac wedtug odpisanej przeze mnie normy itd. Tak pra-
cowaliSmy trzy dni, zarywajac noce, abym madgt opasty tom, zawierajacy szczegétowo
rozpisany budzet dostarczy¢ do Ministerstwa... Najwazniejsze jednak bylo to, ze budzet
zostat przyjety. Ubocznym produktem przedstawionej dziatalnoSci okazata si¢ ztozona mi
oferta pracy kierowania Oddzialem Planowania i Inwestycji [Rodowdd Akademii Ekono-
micznej w Krakowie... 2006, s. 6].

Zaréwno w dotychczasowej Akademii Handlowej, jak i powstatej z jej upan-
stwowienia Wyzszej Szkole Ekonomicznej brakowato pomieszczen, w ktérych
mozna byloby prowadzi¢ dziatalno$¢ dydaktyczng. Dotychczas wykorzystywane
budynki przy ul. Sienkiewicza 4 i 5 byty zdecydowanie za mate. Po perturbacjach
dotyczacych przysztoSci uczelni ekonomicznej, zwigzanych z planami jej ewen-
tualnej likwidacji, decyzja Ministra Szkolnictwa Wyzszego, z dniem 1 sierpnia
1952 r. WSE przejeta nieruchomos$¢ przy ul. Rakowickiej 27 wraz z terenem
81 829 m? [Akademia Ekonomiczna w Krakowie...2002,s. 110]. Przeprowadzka
kierowat powotany na p.o. dyrektora administracyjnego Jan Steczkowski.

Na gospodarstwie zostatem sam, jako p.o. dyrektor administracyjny, dostownie z kil-
koma osobami. Inz. Wtadystawa Skrzypka, mojego zastgpce, poprositem o to, aby kazdy
papierek, rachunek czy umowe poddawat wnikliwej kontroli, a ja bedg pilnowat realizacji
robot i uzyskiwat zezwolenia na roboty i materiaty. Sprawa byta trudna, poniewaz obowia-
zywala gospodarka planowa, w ktérej uzyskanie niezaplanowanych wczes$niej materiatléw
i sit fachowych do robdt w zasadzie mozna bylo zatatwié na czarnym rynku albo dajac
fapéwke, a ja nie do$¢, ze dysponowatem skromnym budzetem — na moje szczgScie — nie
umiatem tego robic... Architektonicznie cenny gtéwny budynek byl mocno zdewasto-
wany, woda lata si¢ po §cianach. Trzeba bylo wszystkie pomieszczenia ogrzewane piecami
odmalowa¢, sprawdzic¢ liczne piece kaflowe i zaadaptowac cze$¢ piwnic, tak aby udato
si¢ w nich umiesci¢ ksiegozbidr oraz zbudowac dla niego odpowiednie pétki i winde.
Mozna by wymieni¢ calg litani¢ prac do wykonania. I udato si¢ — nowy rok akademicki
(1952/53) rozpoczat si¢ bez szczegdlnych zakidcen [Rodowdd Akademii Ekonomicznej
w Krakowie... 20006, s. 9-10].

Jak wiadomo, nad czg¢scig Srodkowa budynku gtéwnego Uniwersytetu wznosi
si¢ piekna koputa z krzyzem. Profesor Jan Steczkowski byt tg osoba, ktéra
w okresie stalinowskim uratowata krzyz i kopute przed rozbidrka. W swoich
wspomnieniach Profesor tak to opisuje:

Potem chciano zlikwidowac krzyz na kopule gtéwnego gmachu. Komitet Uczelniany
zazadal ode mnie nawet, abym usunat catg kopute, a gdy odméwitem, nazwano mnie
papista. Mimo pilnych rob6t musiatem si¢ zajac sprawg. Udalem si¢ do konserwatora mia-
sta Krakowa dr. J6zefa Lepiarczyka i poprositem z gtupia frant o zezwolenie na zdjecie
koputy. Ten dostownie spgsowiat i krzyknat: ,,Chcecie likwidowaé jedng z najtadniejszych
koput w Krakowie? Caty Budapeszt ma wiele takich koput i nic im to nie przeszkadza!”.
Poprositem, aby brak zgody przekazat mi na piSmie. Zrobit to bez wahania. Nastgpnie
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bedac w Warszawie poszedtem do Biura ds. Wyznai i ponowifem prosbe. Odpowiedzieli:
,.Chyba macie w Krakowie za duzo zabytkéw. Popatrzcie, my na Nowym Swiecie koputy
i herby restaurujemy, a wy chcecie je niszczy¢?”. I tym razem poprosifem o negatywna
odpowiedZ na piSmie. Nastepnie udatem si¢ do Ministerstwa i ponowitem pro§be. Zapy-
tali, o ile to zwigkszy kubature budynku i ile to bedzie kosztowalo. Gdy podatem, ze
koszty beda duze — odmdéwili finansowania takiej renowacji. Réwniez i tu werdykt na
piSmie dostatem. Po powrocie do Krakowa zjawitem si¢ w KU PZPR i stwierdzitem:
,,Popatrzcie, papistg jest konserwator miasta, zagniezdzili si¢ tez w resorcie, a co gorsza
i w Biurze ds. Wyznaf”. Zdebieli, na pewien czas odczepili si¢ ode mnie i moglem zajaé
sie sensowng praca [Rodowdd Akademii Ekonomicznej w Krakowie...2006, s. 10].

Pracujac zawodowo, Jan Steczkowski podjat w 1953 r. studia na Wydziale
Rolnym Wyzszej Szkoty Rolniczej w Krakowie. 22 listopada 1957 r. uzyskat
dyplom inzyniera rolnictwa. Rownolegle w latach 1955-1957 ukonczyt w WSE
studia II stopnia, otrzymujac tytut magistra ekonomii na podstawie pracy magi-
sterskiej pt. Zatozenia projektowe rozbudowy Wyzszej Szkoty Ekonomicznej
w Krakowie, liczacej ok. 200 stron maszynopisu, obronionej 1 marca 1957 r.
[Migdzy liczbq a trescig... 2000, s. 6].

Podjecie pracy naukowo-dydaktycznej

Przetom pazdziernikowy umozliwit Janowi Steczkowskiemu podjecie pracy
naukowo-dydaktycznej. Jeszcze jako student we wrzeSniu 1956 r. zostat przy-
jety na asystentur¢ w Katedrze Statystyki WSE, kierowanej przez prof. Jerzego
Fiericha. Po roku, 1 wrze$nia 1957 r. awansowal na stanowisko starszego asystenta.
Inny wybitny statystyk krakowski, prof. Stefan Schmidt, réwniez przyjat go od
1 marca 1957 r. na stanowisko starszego asystenta w Katedrze Statystyki Mate-
matycznej WSR, gdzie Jan Steczkowski pracowat do 30 wrze$nia 1961 r. [Miedzy
liczbq a tresciq. .. 2000, s. 7].

Z chwilg podjecia pracy naukowo-dydaktycznej Jan Steczkowski przestat
pracowa¢ w administracji Uczelni.

Uzyskiwanie stopni i tytutow naukowych

W grudniu 1963 r. uzyskat stopief doktora nauk ekonomicznych na podstawie
pracy doktorskiej pt. Zasady i metody rejonizacji produkcji rolniczej; jej promo-
torem byt prof. Jerzy Fierich. Praca ta, opublikowana w 1966 r. przez PWRIiL
[Steczkowski 1966], byta w tych czasach jedng z najwazniejszych prac z takso-
nomii i jej zastosowafi w badaniach ekonomiczno-rolniczych. 1 marca 1964 r. Jan
Steczkowski objat stanowisko adiunkta w Katedrze Statystyki WSE.

Habilitacje uzyskat w 1971 r. w Wyzszej Szkole Ekonomicznej we Wroctawiu,
na podstawie pracy habilitacyjnej pt. Statystyczna procedura okreslania struktury
zbiorowosci [Steczkowski 1970]. Recenzentami pracy i dorobku naukowego byli
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profesorowie: Zbigniew Czerwinski z WSE w Poznaniu, Zdzistaw Hellwig z WSE
we Wroctawiu oraz Kazimierz Zajac z WSE w Krakowie. Decyzja ministra
oSwiaty i szkolnictwa wyzszego z dnia 26 lutego 1971 r. Jan Steczkowski zostal
awansowany na stanowisko docenta.

Tytut naukowy profesora nadzwyczajnego nauk ekonomicznych uzyskat
w styczniu 1980 r., a tytut profesora zwyczajnego w czerwcu 1989 r.

Funkcje akademickie w macierzystej uczelni

W 1972 r. w Wyzszej Szkole Ekonomicznej utworzono Migdzywydziatowe
Studium Doktoranckie, a funkcje kierownika tego studium powierzono Profeso-
rowi Janowi Steczkowskiemu. Swiadczyto to o jego wysokiej pozycji naukowej
w WSE w tych latach. Funkcje te petnit w latach 1972-1975.

W latach 1978-1981 byt prorektorem ds. nauki Akademii Ekonomicznej
w Krakowie. W tych trudnych latach starat si¢ promowac rozwoj badan naukowych.

W 1978 1. stworzyt Zaktad Statystycznych Metod Kontroli JakoSci w Instytucie
Metod Rachunku Ekonomicznego [Akademia Ekonomiczna w Krakowie... 1997,
s. 150]. Zaktadem tym kierowal (z trzyletnig przerwa) az do przej$cia na emery-
ture w 1994 1.

Profesor Jan Steczkowski dziatal takze na forum komisji rektorskich i senac-
kich. Nalezy wymieni¢ jego dziatalno§¢ w Komisji ds. Rozwoju Uczelni, dla ktérej
przedstawiat zatozenia rozwoju. Wnidst wktad w rozwdj dziatalnoSci publika-
cyjnej Uczelni, przez dtugie lata bedac cztonkiem Senackiej Komisji ds. Wydaw-
nictw oraz Senackiej Komisji ds. Badafi Naukowych.

Uczestnictwo w gremiach naukowych

Profesor Jan Steczkowski aktywnie uczestniczyt w pracach Komitetéw i Komisji
Naukowych PAN. Byt cztonkiem Komitetu Ekonomiki Rolnictwa Wydziatu V
PAN w Warszawie, a w jego ramach dziatal w Komisji Ekonomiki Obrotu Rolni-
czego oraz w sekcji II Organizacji Gospodarstw Rolniczych; byt takze cztonkiem
Zespotu Zastosowan Metod Ekonometrycznych w Rolnictwie. Jako ceniony w tym
czasie ekspert byt cztonkiem Rady Naukowej Instytutu Rozwoju Wsi i Rolni-
ctwa PAN.

Jako specjalista z zakresu zastosowan metod taksonomicznych byt cztonkiem
Komitetu Przestrzennego Zagospodarowania Kraju PAN, dziatajac w Komisji
Problematyki Przestrzennej Rolnictwa.

Byt cztonkiem Komitetu Statystyki i Ekonometrii I Wydziatu PAN w Warszawie
i dtugoletnim cztonkiem Komisji Nauk Ekonomicznych PAN Oddziat w Krakowie,
a w jej ramach cztonkiem Komitetu Redakcyjnego ,,Folia Oeconomica Craco-
viensia”.
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Uczestniczyt takze w pracach Rady Naukowej Instytutu Rolnictwa i Le$nictwa
Krajow Tropikalnych na Wydziale Lesnym Akademii Rolniczej w Krakowie.

Kontakty zagraniczne

Profesor Jan Steczkowski miat liczne kontakty zagraniczne, po czeéci zwia-
zane z jego przeszto$ciag wojenng i studiami na Akademii Handlowe;j. Jego
przyjaciétmi byli m.in. znany socjolog prof. Adam Podgérecki oraz dr Andrzej
Ciechanowiecki, Kawaler Maltanski, w Akademii Handlowej zatozyciel Klubu
Logofagéw, pézniej znany marszand londyfiski oraz fundator licznych dziet dla
muzedw Krakowa i Warszawy [Rodowod Akademii Ekonomicznej w Krakowie. ..
2006, s. 5]. Prof. Adam Podgoérecki zapraszal go do uniwersytetéw kanadyjskich.
Jan Steczkowski przebywat takze czterokrotnie na Uniwersytecie w Oksfordzie
oraz odbyt staz w London School of Economics and Political Science. Na zapro-
szenie Profesora Jana Steczkowskiego na Akademii Ekonomicznej w Krakowie
przebywal prof. Alan Stuart, autor napisanego wraz z M.G. Kendallem epokowego
dzieta z zakresu statystyki pt. The Advanced Theory of Statistics. Wyjezdzat takze
do $rodkowoeuropejskich osrodkéw naukowych (Praga, Bratystawa, Pecz, Belgrad
1 Sarajewo).

Dziatalnos¢ dydaktyczna i ksztatcenie kadr naukowych

Profesor Jan Steczkowski przywigzywal wielka wage do dydaktyki. W swojej
macierzystej uczelni wykfadat rachunek prawdopodobiefistwa i statystyke mate-
matyczng, metode reprezentacyjna, statystyczne metody sterowania jakoScia,
a takze statystyczne metody odbiorczych badan jakoSci. Przez wiele lat prowadzit
na Uniwersytecie Jagiellofiskim wyktady ze statystyki dla studentéw etnografii
i socjologii. Wypromowat ponad 330 magistréw, spoS§réd ktérych kilkunastu
zostato pracownikami naukowymi, a kilku jest obecnie profesorami.

Wypromowat szeSciu doktoréw i byt recenzentem 34 prac doktorskich. Recen-
zowat takze 20 prac habilitacyjnych oraz dorobek naukowy dziewieciu oséb ubie-
gajacych sie o tytut naukowy profesora [Migdzy liczbq a trescig... 2000, s. 9].

Odznaczenia i nagrody

Za zastugi dla Uczelni oraz Polski Profesor Jan Steczkowski zostat odznaczony
Krzyzem Kawalerskim Orderu Odrodzenia Polski, Ztotym Krzyzem Zastugi,
Krzyzem Armii Krajowej, Krzyzem Partyzanckim, Odznaka Akcji ,,Burza”.
Otrzymat Medal Komisji Edukacji Narodowej oraz dziewigciokrotnie nagrode
Ministra O$wiaty i Szkolnictwa Wyzszego. Byt wielokrotnie nagradzany nagroda
Rektora macierzystej uczelni.
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Wazniejsze prace Profesora Jana Steczkowskiego

Zainteresowania naukowe Profesora Jana Steczkowskiego byty réznorodne
i zmieniaty si¢ w czasie. Kazdy etap dziatalnosSci naukowej Profesor zamykat
publikacja monografii naukowej, dlatego tez fatwo jest scharakteryzowaé etapy
jego rozwoju naukowego, przypominajac jego wazniejsze monografie. Ogdlnie
mozna wyrdznié pig¢ obszarow tematycznych zainteresowan naukowych Profe-
sora, ktére scharakteryzowane zostang przez przedstawienie pieciu najwazniej-
szych monografii naukowych jego autorstwa.

Profesor Jan Steczkowski byt uczniem prof. Jerzego Fiericha. Z tego tez
wzgledu na poczatku swojej drogi naukowej zajmowat si¢ metodami taksono-
micznymi i ich zastosowaniem w badaniach ekonomiczno-rolniczych. Na ten
temat napisal swoja prace doktorska, opublikowang pdzniej pt. Zasady i metody
rejonizacji produkcji rolniczej [Steczkowski 1966]. Byta ona w tym czasie podsta-
wowg pracg podsumowujgcg pierwszy etap zastosowan metod taksonomicznych
w badaniach ekonomiczno-rolniczych w Polsce. Istotnym wktadem Profesora Jana
Steczkowskiego bylo zastosowanie metod taksonomicznych do wyboru cech, czyli
tzw. dualne podejScie w taksonomii [Pociecha i Zajac 1990].

Praca, ktdéra prezentowata zainteresowania Profesora Jana Steczkowskiego
problematyka statystycznych metod kontroli jakosci, byta ksigzka pt. Statystyczne
metody kontroli jakoSci produktow [Cyran, Steczkowski 1 Zajac 1973]. Wielkie
znaczenie tej ksiazki polegato przede wszystkim na tym, ze podejmowata ona
problematyke statystycznych metod kontroli jakoSci w polskim piSmiennictwie
naukowym po niemal dwudziestoletniej przerwie. Stata si¢ ona podstawowg praca
przedstawiajgcg opis metod statystycznej kontroli jakoSci w procesie produkcji lub
odbioru towaréw, pokazujacg mozliwosci ich praktycznych zastosowan. Napisane
pOZniej przez osoby skupione wokoét Profesora artykuty naukowe daty asumpt
do utworzenia na Akademii Ekonomicznej w Krakowie Zakfadu Statystycznych
Metod Kontroli JakoSci.

Rozprawa habilitacyjna Profesora Jana Steczkowskiego pt. Statystyczna
procedura okreSlania struktury zbiorowosci [1970] mieSci si¢ w nurcie prac
dotyczacych fundamentéw metod statystycznych. Przedmiotem rozwazan w tej
pracy byto dochodzenie do empirycznych rozktadéw liczebno$ci majacych postac
szeregdw rozdzielczych przez zastosowanie odmiennej od tradycyjnej procedury
grupowania danych statystycznych oraz opisu uzyskanych rozktadéw za pomoca
miar koncentracji i asymetrii. Autor rozpatrywat problemy grupowania danych
w nawigzaniu do grupowania taksonomicznego, a nastgpnie ustalat podstawowe
wiasnoSci ich rozktadu statystycznego, gtéwnie na podstawie charakterystyk jego
cigglodci i nieciaggtosci i zaproponowanej miary skokowosci. Jako podstawowe
charakterystyki rozktadu wykorzystatl miary koncentracji i asymetrii. W ostatnim
rozdziale przedstawit empiryczny przyktad zastosowan proponowanego podejscia.
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W historii rozwoju metod statystycznych praca ta stanowi przyczynek do analizy
struktury zbiorowoSci statystyczne;.

Na poczatku lat 80. pojawil siec nowy watek badaf statystycznych, dotyczacy
zagadnien analizy cech jakoSciowych, ktérego efektem jest, napisana wspdlnie
z prof. Aleksandrem Zeliasiem, praca pt. Statystyczne metody analizy cech jako-
Sciowych [Steczkowski i Zelia$ 1981]. Jej przedmiotem sg metody stuzace opisowi
zjawisk wyrazonych za pomocg cech mierzonych w skalach stabych: nominalnej
i porzadkowej. Ksigzka odpowiadata 6wczesnemu zapotrzebowaniu na metody
stuzace statystycznej analizie cech jakoSciowych, ktére w przeciwiefistwie do
cech iloSciowych w pracach z zakresu statystyki traktowane byty marginalnie.
Autorzy przedstawili zasady pomiaru cech statystycznych i skal pomiaru majace
podstawowe znaczenie dla dalszej analizy statystycznej i interpretacji uzyskiwa-
nych wynikéw. Oméwili zasady i techniki wyodrebniania typdw metodami takso-
nomicznymi. Przedstawili specyfike liczenia oraz interpretacji podstawowych
charakterystyk cech jakoSciowych, jakimi sa miary potozenia, zmiennoSci asyme-
trii i koncentracji oraz wskazniki statystyczne. W rachunku prawdopodobiefistwa
odpowiednikiem cechy jakoSciowej jest zmienna skokowa. Z tego wzgledu autorzy
omowili wybrane rozktady zmiennej losowej skokowej jedno- i dwuwymiarowe;j
oraz ich parametry. Duzo miejsca po§wigcili metodom estymacji i testowania
frakcji jako podstawowego parametru charakteryzujacego rozktad cechy jako-
Sciowej oraz innym testom nieparametrycznym, a takze specyficznym miarom
wspotzaleznosci cech jakoSciowych, jakimi sg miary skojarzenia cech oraz miary
korelacji rang. Praca ta w tamtych czasach wypelniata luke¢ w polskiej literaturze
statystycznej, gdyz dotychczas badacze zajmujacy si¢ analizami cech jakoScio-
wych zmuszeni byli do korzystania w tym zakresie z prac angloj¢zycznych lub
prac z zakresu psychologii i socjologii matematyczne;.

Kolejna pracg napisang wraz z prof. Aleksandrem Zeliasiem, podobnie jak
poprzednia wypetniajaca luke w polskiej literaturze statystycznej tamtych czaséw,
byta ksigzka pt. Analiza wariancyjna i kowariancyjna w badaniach ekonomicz-
nych [Steczkowski i Zelia§ 1982]. Jednym z podstawowych Zrédet rozwoju metod
statystycznych byto prowadzenie do§wiadczefi rolniczych. Na podstawie potrzeb
dotyczacych statystycznego opracowania wynikéw prowadzonych do§wiadczen
powstala gataZ wiedzy statystycznej nazywana planowaniem eksperymentow.
W naukach spoteczno-ekonomicznych nie ma mozliwoS$ci nieograniczonego
wykonywania eksperymentow, z tego tez wzgledu metody statystyczne wyroste
na gruncie do§wiadczalnictwa rolniczego nie byty szerzej stosowane do badan
spoteczno-ekonomicznych. Niektore z nich majg jednak szersze zastosowanie niz
tylko w klasycznym eksperymencie. Nalezy do nich metoda analizy wariancji,
pozwalajgca na testowanie rownosci przecigtnych w wielu populacjach i jedno-
cze$nie badania wptywu wyréznionych czynnikéw na zmiany tych przecigtnych.
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W omawianej ksigzce autorzy, wychodzac od problemu konstruowania schematéw
badan, przedstawili formalne podstawy analizy wariancji i kowariancji. Duzo
miejsca poswiecili kwestiom weryfikacji zatozef analizy wariancji, wyodreb-
nianiu jednorodnych zespotéw Srednich grupowych oraz schematom rozwigzaf
uktadéw klasyfikacyjnych. Zwrdcili tez uwage na nieparametryczne i przybli-
zone procedury analizy wariancji. Rozszerzeniem analizy wariancji jest analiza
kowariancji, pozwalajaca na badanie zaleznoSci pomigdzy zmienng objas$niana
a pewnymi zmiennymi obja$niajagcymi. W tym wzgledzie stanowi ona w do§wiad-
czalnictwie alternatywe dla klasycznych metod analizy regresji. Prezentowana
praca zostala wydana w serii Biblioteka Ekonometryczna PWN i uzupelniata
dotychczasowe metody badafn ekonometrycznych o metody wywodzace si¢
z doswiadczalnictwa rolniczego.

W pracach naukowych Profesora Jana Steczkowskiego juz od poczatku lat 80.
ubieglego wieku pojawiaja sie zagadnienia dotyczace badan z zakresu teorii 1 zasto-
sowaf metody reprezentacyjnej w analizach spoteczno-ekonomicznych. Ukorono-
waniem prac z tego zakresu jest monografia naukowa pt. Mefoda reprezentacyjna
w badaniach zjawisk ekonomiczno-spotecznych [1995]. Praca ta w polskiej litera-
turze przedmiotu stanowita kolejny etap rozwoju metod prébkowania zastosowany
do zagadniefi spoteczno-ekonomicznych po wydanej ponad 20 lat wczedniej pracy
Ryszarda Zasepy [1972] i stanowila bodziec do publikowania w latach pdZniej-
szych kolejnych prac z tego zakresu. W ksigzce tej przedstawiono istote i teore-
tyczne podstawy metody reprezentacyjnej oraz zakres jej praktycznych zastosowan.
Doglebnie oméwiono etapy projektowania badafi reprezentacyjnych. W kolejnych
rozdziatach przedstawiono schematy losowania indywidualnego nieograniczonego
ze zwracaniem i bez zwracania, losowania warstwowego, losowania systematycz-
nego, losowania proby przy zréznicowanych prawdopodobienistwach wyboru oraz
losowania zespolowego. W zakresie estymacji parametréw skupiono uwage na
estymatorach ilorazowych i regresyjnych. W koficowych rozdziatach pracy zwré-
cono uwage na wielofazowe losowanie préby, badania panelowe oraz na podejscie
bayesowskie i analiz¢ sekwencyjng. Na tej monografii oraz na innych pracach
Profesora Jana Steczkowskiego wyksztalcity si¢ zastepy wspdiczesnych specjali-
stow z zakresu, zyskujacych coraz bardziej na popularnosci, niewyczerpujacych
badaf statystycznych.

Profesor Jan Steczkowski we wspomnieniach uczniow i kolegow

Na koniec warto doda¢ kilka stéw na temat tego, jak zapamigtali Profesora
jego uczniowie i miodsi koledzy. Do jego wyrdzniajacych cech charakteru nalezy
zaliczy¢ stanowczo$¢ i niezmienno$¢ pogladéw. Byt dzieckiem wojny i Zotnierzem
Armii Krajowej. Nigdy si¢ tego nie wyrzek! i w okresie powojennym cierpial za to,
przebywajac ponad rok w wiezieniu, tracgc mozliwo$¢ podjecia studiéw na uczelni
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pafnstwowej, a potem podjecia pracy naukowo-dydaktycznej czy znoszac szykany
PZPR-owskich aparatczykow w okresie pracy w administracji WSE [Rodowdd
Akademii Ekonomicznej w Krakowie... 2006, s. 7].

SolidarnoSciowy przetom 1980 r. zastat go na stanowisku prorektora ds. nauki.
Od chwili powstania organizacji uczelnianej NSZZ Solidarno§¢ w pazdzierniku
1980 r. byt jej cztonkiem jako jedyny z dwczesnego grona rektorskiego. Po 1989 r.
wilaczyt sie w dziatalno$¢ Krakowskiego Towarzystwa Przemystowego oraz byt
aktywnym uczestnikiem dyskusji nad przysztym ksztaltem ustroju ekonomicz-
nego wolnej Polski.

Profesor cechowat si¢ dociekliwo$cig i wysokim poziomem inteligencji. Gdy
zabierat glos w dyskusji, jego analizy byly doglgbne, a riposty cigte. W dyskusjach
trudno byto mu doréwnac, niezaleznie od tego, czy toczyty si¢ na tematy naukowe,
czy spoleczno-ekonomiczne. Swoim wspotpracownikom i uczniom nie skapit rad.
Jego uczniowie korzystali z uwag dotyczacych metodologii badaf naukowych.

Profesora wyrdzniaty takze jego pogodny charakter i zyczliwos¢ dla ludzi. Byt
duszg towarzystwa, godzinami potrafit zartowac i opowiada¢ dowcipy. Do dzisiaj
jego miodsi koledzy, opowiadajac dowcip, wspominaja: ,,To byt kawatl Steczkow-
skiego”. Nie wypowiadat o innych negatywnych sadéw, byt dla wszystkich zycz-
liwy. Wszyscy lubili przebywaé w jego towarzystwie.

Prof. dr hab. inz. Jan Steczkowski zmart w dniu 14 lutego 2016 r. (w dziesiatg
rocznicg $mierci swojego mtodszego kolegi — prof. Aleksandra Zeliasia) w 93. roku
zycia.
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1. Introduction

Statistical inference procedures such as testing hypotheses or evaluating
confidence intervals depend on the distribution properties of test statistics or
estimators which can be evaluated on the basis of complex samples. Usually,
a statistic’s exact distribution is not known except as some function of a normal
simple random sample. In this situation, it is convenient if the probability
distribution of the statistic converges to normal distribution when the sample size
is sufficiently large. This leads to the problem of how to evaluate sample size so
that the departure of the distribution of the statistic from normal distribution is
not larger than the level assumed. This problem is frequently taken into account
in statistics literature, but usually where simple random sample is involved. This
paper discusses the problem under complex samples drawn from fixed and finite
populations.

In some situations, it is possible to observe all values of an auxiliary variable
in an entire population. Moreover, let us assume that the value of the correlation
coefficient between the auxiliary variable and the variable under consideration
here is close to one. In this case, we can expect that the degree of convergence to
normal distribution of, e.g., the sample average of the auxiliary variable and the
distribution of the sample mean of the variable under consideration will be similar.
This allows us to assess the size of the sample, providing a sufficient degree of
convergence of the sample mean distribution to normal distribution.

Two procedures are proposed to evaluate the necessary sample size. The first
is based on the Berry-Esseen equality, while the second is based on a simulation
procedure. The sample mean’s distribution is generated by replicating samples
of fixed size. Next, the normal distribution of the evaluated sample means is
then tested. The size of the generated samples is gradually increased until the
hypothesis on the normality of the sample mean distribution is not rejected.
The normality of generated values of the sample mean is tested by means of the
chi-square test of goodness of fit. The hypothesis on normal distribution is verified
under the assumed significance level as well as the power of the test. The outlined
procedure is used to assess the necessary sample size of statistics other than
sample mean. Complex sampling schemes are also taken into account.

The properties of central limit theorems allow us to evaluate sample sizes
in such a way that the probability distribution of, e.g., the standardised sample
mean does not differ from standard normal distribution by more than an assumed
level. The distribution of the simple random sample frequency is approximated by
means of several methods reviewed e.g. by G. A. F. Seber (2013) and T. P. Ryan
(2013). In the case of continuous or integer random variables, a bootstrap version
of the statistics can be analysed. In this case, the statistical distribution can be
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approximated by means of the well-known F. Y. Edgeworth (1907) expansion,
which has been detailed by P. Hall (1992). In the case of sampling from a fixed
population, the central theorems have been considered e.g. by Y. G. Berger (1998),
W. A. Fuller (2009) and J. Hijek (1964, 1981).

Using appropriately prepared computer simulation experiments, it is possible
to determine what sample size is necessary to assure sufficient convergence
of the distribution of a statistic to the appropriate asymptotic distribution. This
problem has been considered e.g. by M. R. Chernick and C. Y. Liu (2002) and
T. P. Ryan (2013) in the context of sample frequency. F. Greselin and M. Zenga
(2006) considered the simulation analysis for determining sample size, which
assures sufficient convergence of Gini’s statistic to normality. Some similar ideas
are developed below.

Let (x; y) be highly correlated variables observed in a population U of size N.
These variables’ values are denoted by (x; y,), i =1, ..., N. We assume that the
values of the auxiliary variable x are observed in the whole population U but the
values of the variable under study y are observed only in a sample s of size n < N
drawn from U. The random sample will be denoted by S and its observation by s
treated as the set consisting of the population elements. The sample is drawn from
the population according to sampling design denoted by P(s)>0 for all s€S
and Z P(s) =1, where S is the sample space, see e.g. C. M. Cassel et al. (1977)

SES
or Y. Tillé (2006).

2. Numerical Approximation of Sample Size

Let z, s and z,, s be statistics evaluated based on data observed in sample S.
Because values of x are observed in the whole population U, it is possible to
observe values z, ; of z, ¢ in all samples which can be drawn from population U.
In practice, values of variable y are observed only in one sample s. Let us assume
that the two-dimensional normal distribution (with the marginal distributions equal
to standard normal distribution and the correlation coefficient close to one) is the
limit distribution of statistics (z, s, z, s). This convergence can be proved using
H. Cramér’s (1946) results. Hence, we can expect that when we evaluate sample
size n_, which assures the sufficient convergence of statistic z, g to standard normal
distribution, then the same sample size is also sufficient for the convergence of z,, g
to standard normal distribution.

Let us assume that x, =y, +d,,i =1, ..., N. x, can be treated as a measure of y
contaminated by error .. The following notation will be useful:
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Definitions of the parameters y,M,, s Ny > Ty s T s My s M s V52 Vs Vs Vi 55 Va s
are analogous with the above ones. Under the assumption that variables y and d
are independent, the squared correlation coefficient between x and y is equal to:

K=—=—=1—v—, O<x=<l1.
) x

The following standardised sample means will be considered:

Vs—) xs—x
z,5===Vn, z,g="7— # )
! y

When § is the simple random sample drawn with replacement from U, the Berry-
-Esseen inequality, following M. Krzysko (2000), becomes:

Sl::p‘ Fy,S(Z)—(I)(Z) ‘SCL‘/:

where F, (z) is the sample distribution of z, g, ®(z) is the distribution of standard
normal random variable, and 7t~/ <C<0,8.]J. L. Wywiat (2016) showed that:

T]y4

sup| F, (z)-®(z)|<0. g /— 2 <08

Under the assumption that variables x and d are independent, after appropriate
algebraic computations it can be shown that:

2 _ _ _ 22, 2 2 _
Vy*]y,4—cy,4—Cx,4+6Vde+Cd,4—Cx,4+6Vde+Vx(1—K) Na,a=

1 vy
=F(ﬂx,4+6(1—‘<)+”f]x,4 V—;’)
Finally:
ny,4:K72 (nx,4+6(1+K)+nd,4(1_K)2):.f(K)’

M,.4 is a strictly decreasing function of k because we can show that /() <0 for

K €(0;1]. Hence, inequality:
)|=<0.84/ @

Let us assess the necessary sample size when the approximate values of the
parameters 1), 4,744, and K are known. f(0) takes an infinitely large value and

Zy,s

sup| F(2,..)

! f(x
f(1)=m,4. When we assume that 0.8 f<n ) <A, where A, is an admissible
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difference between the sample distribution of the statistic and the standard normal
distribution, the necessary sample size yields the following expression:

0.64(M, 4 +6(1+K)+My4(1-x))
nzn,= 2.2 .
AjK

Hence, necessary sample size n_ is a decreasing function of coefficient .

Example 1. For instance, when n, ,=4,m,4,=4,x=0.99 and A=0.01, then
n>n =26676.1fn, ,=4,m,,=4,x=0.9 and A=0.01 then n>n_=42539.

3. Simulation Evaluation of Sample Size

3.1. Chi-square Test of Goodness of Fit

Sample size n will be evaluated on the basis of the following simulation
experiment. Under assumed sample size, the normality of z, s is tested on the
basis of its simulated values. In order to do that, a series of samples (sj, j=1,...,p
each of size n are drawn independently from population U according to assumed

sampling design. Let z&”i=<z§”§l,z§”lr> be the sequence of the statistics
evaluated based on the sequence of samples. Next the normal distribution of z,
can be tested on the basis of data Z&”)Y When the hypothesis on normality is not
rejected, we can expect that the distribution of statistic z, ¢ for the sample size
n, = n is sufficiently close to standard normal distribution. If the hypothesis on
normality is rejected, a new series of samples is drawn, but each of them is of
size n + d, where d = 1. Using these samples, the sequence chf’:d) is evaluated,
allowing us to again test the normality of z, ¢ but for larger sample size n + d.
The procedure is repeated until the hypothesis on the normality is not rejected.
In order to verify the hypothesis that z, ¢ has standard normal distribution, several
test statistics can be used, e.g. Kolmogorov or Shapiro-Wilk statistics. However,
the powers of these tests cannot be easily controlled. That is why we use the
chi-square test of goodness of fit.

Usually, z, g is used to construct confidence intervals or test statistics on the
expected value of variable x. In this case only the quantiles of high or small degrees
of z, ¢ have to be close to the appropriate quantiles of standard normal distribution.
J. L. Wywiat (2016) proposed the following procedure for evaluating the necessary
sample size. When Z ~ N(0;1), we expect that z, where P(Z <z,)=\ is close
to z,.; where P(z,,, <zn,x)=7x. Usually, A = 0.01; 0.05; 0.1; 0.9; 0.95; 0.99. Let
A=[Ay,.... g|, where P(Z <z;;)=Mh, k=1, ..., K. More formally, the following
hypothesis must be tested:
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Ho:hzho, H1:X=)\1¢)\0.

Let @ =[wy,...,wg ], where w,=N—A; 1, k=2, ..., K, 0 =Aj, 0, =
=1-Ag. The above hypotheses can be rewritten as follows:

Hio=0, H o=0w20,.

We can verify this using chi-square test of goodness of fit under fixed signi-
ficance level a and power a. Several variants of the test have been considered —
e.g. by F. C. Drost et al. (1989) and T. J. Santer and D. E. Duffy (1989). The test
statistic is as follows:

0,,=r o, 2
where:

Wﬁ%i 11((2;,,;)9]-)’ 3

if 2, <2V) <z, then I,z ) =1 otherwise I,(z0") )=0.k = 1, .. K + 1,
Zj,=—00, Z,,, =oc. Under a sufficiently large number r, the statistic Q has
chi-square distribution with K degrees of freedom (denoted by XK( ) and the
following non-centrality parameter:
K+l (wn . —m; . )

ré(wo’wl>:,; 7( 0,1;30’](1,1«) . )
The quantity O(.,.) can be treated as distance between distributions specified
by the hypotheses H, and H,. Particularly, we will consider the following vector
of probabilities:

w,=1[0.01 0.04 0.05 0.8 0.05 0.04 0.01],

o!'=10.012 0.048 0.06 0.76 0.06 0.048 0.012],
0'P'=[0011 0.044 0.055 0.78 0.055 0.044 0.011].

Let us note that we do not consider, e.g., the alternative: wl "D =10.008 0.036 0.04
0.832 0.04 0.036 0.008] because the chi-square test does not select the difference
between w(l) alternatives and w(*l) In this case the non-centrality coefficient
takes the same value. Expression (4) allows us to calculate that §( o, @ 11)) 0.01,
8( 0y, 0(?)=0.0025.

When hypothes1s H is true, the test statistic Q, has the central chi-square
distribution y% with K = 6 degrees of freedom provided that r is large.
W. G. Cochran (1952) wrote that convergence to asymptotic distribution is
sufficiently accurate when r, = 5/w, where w, = = o mm {mk} Hence, in our

.....
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case, for o, = 0.01, r, = 500. The algorithm for evaluating r is as follows. Firstly,
based on k distribution, the critical value g, of the test is determined under an

assumed significance level a. Next, the power of the test is calculated for r > r,

according to 3, = P(xﬁ (r0(@g, ®))=q, ’ Hl) and o= P(Xé >q, ‘ H0>. The r, is
treated as the start number of sample replication. If for fixed r = r, B, is not less
than the assumed level 3, then size r is sufficiently large and it will be denoted
by r,. Otherwise, the power is calculated for r + 10 and so on.

Example 2. Consider these hypotheses:

Hyo=w,, Hl:w=w(12). )
The significance level is o = 0.05 and power B = 0.95, 8(w,, »')) = 0.0025. The
above algorithm leads to the necessary number of the sample replication being
r, = 8350. The next variants for calculating r, are presented in the first three
columns of Table 1 — also see (Wywiat 2016).

3.2. Evaluation of Sample Size in Order to Assure the Normal Distribution
of Some Statistics

Let us consider the determination of sample size n of a simple random sample
in order to assure convergence of the standardised sample mean distribution
to standard normal distribution when the sample is drawn from non-normal
distribution. Let us suppose that a sample of size n is drawn with replacement
from a population of size N, where values of variable x are observed. Next, the
statistic z, g is evaluated in the case when simple random sample is drawn with
replacement. For sampling without replacement, the test statistic is as follows:

Xg—X
=———+v/ Nn.
Z1x,8 (N—H)VX,S n

Our purpose is to evaluate the sample sizes so that z, ¢ and z,, ¢ converge
sufficiently well to standard normal distribution. In order to do this, the sample
sizes are replicated r-times. Values of the statistics are calculated on the basis of
the replicated samples. Next, the value of the chi-square test statistic is calculated
by means of expression (2). Bear in mind that under assumed significance level o
and the number of sample replications r,, the chi-square test has power . If the
test rejects hypothesis H, then an increase of d has to be added to sample size n
and the described algorithm has to be repeated for n + d. When the test does not
reject the hypothesis, we state thatn=n, 6
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Table 1. The Necessary Sample Sizes for Testing Normal Distributions of Statistics
z, s and z;, g under Assumed Significance Levels and Powers of the chi-square Test

a B r, P n n,
0.1 09 5870 1 920 930
2 520 510
4 300 320
0.05 0.95 8350 1 1060 1040
2 590 560
4 320 340
0.01 0.99 14 010 1 1440 1380
2 780 790
4 450 430
0.005 0.995 16 420 1 1530 1550
2 860 780
4 470 410

Source: the author’s own calculations.

Example 3. Let us consider a population of N = 100,000 values generated
according to gamma probability distribution with shape parameter p and a scale
parameter of one. Using the algorithm, the necessary sample sizes are evaluated.
A computer simulation implements the above algorithm under the hypothesis
given by (5) and several combinations of the significance levels and powers. The
obtained results lead to Table 1. The algorithm for evaluating necessary sample
sizes is replicated 10-times, which lets us compute the mean sample sizes denoted
by n and n, in the case of statistics z, g and z,, g, respectively. In Table 1 we take
into account only such a and f3 that o + 3 = 1. Note, however, that this assumption
1S unnecessary.

Table 1 shows that the assessed mean sample sizes for both sampling
without replacement and sampling with replacement are comparable. In general,
when the significance level decreases and the power increases, the necessary
sample size increases.

3.3. Evaluation of Complex Random Sample Size in Order to Assure
the Normality of Some Statistics

Using the results of the previous sub-section, we can evaluate the necessary
sample size for two complex sampling designs. The first is the well-known
D. B. Lahiri (1951), H. Midzuno (1952) and A. R. Sen (1953) sampling design,
which is defined by the following probability function:
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NY'%,
P2(5)=<n> x?’ sES,
where S is sample space. The sampling design is defined for a positive valued
variable observed in the whole population. The inclusion probabilities of the first
and second order are as follows:

N-n X—% (n=1)n n-1 2n

n
nk=m Tt “kJ:mm(n”“l_N)’ kzl=1,...,N.

The sampling scheme implementing the sampling design is as follows. Let
P, = xk/xU, where k =1, ..., N and x;; = Nx. The first element is drawn from the
population into the sample with probability p,, k=1, ..., N. The next n — 1 elements
are drawn without replacement from the remaining N — 1 elements of the population
as a simple sample of size n — 1.

The population mean y is estimated by means of the following Horvitz-
-Thompson (1952) estimator:

B Rt
YHT,S =N k;S T
This is an unbiased estimator of y, when s, >0 for all k =1, ..., N. The unbiased

estimator of variance proposed by A. R. Sen (1953), F. Yates and P. M. Grundy
(1953) is as follows:

1 (L &)ﬂ

Vis )_}HTS):_ - >
(Ve IN (o5 1efqe ™ T T

where Ay ;=m;, — m, for k# [ and A = m (1 — ). This estimator is useful
only when J'Ek’l>0 forallk,/=1,...,.Nand k # .

Next, the sampling design provides samples s of fixed size n drawn with replace-
ment from population U with the above defined probabilities p,, k, ..., N. This is
a particular case of the multinomial sampling design (Tillé 2006, pp. 70-73).
In this case the parameter y is estimated by means of the following Hansen-
-Hurvitz (1943) estimator:

1y
YHH,S = nk;S D

The unbiased estimator of its variance is:

Vas (Vum.s) = n(nl—l) > (%—)_}HH‘S)Z.

Let us consider the following statistic:

Yur,s— ¥ Yu,s— ¥

t =, =7 (6)
s JVis(Pur.s) Hins v Vas(Vum.s)
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As we did in section 3.2, here we evaluate the necessary sample size in order to
assure sufficient convergence of the distributions of statistics 7,,, ¢ and 7, ¢ to
standard normal distribution.

Example 4. The simulation analysis is based on three appropriately generated
sets of values (yy, x; ), k=1, ..., N of a two-dimensional random variable
denoted by (Y, X;), where X, = Y + D, and i = 1, 2, 3. Variable Y has gamma
distribution with a shape parameter equal to 4 and a scale parameter of 1.
Moreover, D, ~ N(0; 0.425), D, ~ N(0; 0.294) and D, ~ N(0; 0.125). The correlation
coefficients are: p(Y, X7)=0.9,p(Y, X,)=0.95 and p(Y, X3)=0.99. For instance,
values of X; can be treated as observations of ¥ contaminated by errors which
are values of D, i = 1, 2, 3. According to the above sampling design, samples are
replicated r-times. On the basis of such samples, the values of statistic tur s and
Iyy. s are calculated. As in Example 2, the hypothesis given by (5) is tested by
means of the chi-square statistic. If the hypothesis is rejected, then sample size n
is increased to n + 10 and the procedure is repeated. The algorithm is replicated
until the hypothesis is not rejected.

Table 2. The Necessary Sample Sizes for Ensuring Normal Distributions of the Statistics

tyr s and 1, cunder Assumed Significance Levels and Powers of the Test
o p r p - —
Yur,s YHH,s
0.1 09 5870 09 360 50
0.95 440 50
0.99 450 60
0.05 0.95 8350 09 530 40
0.95 620 60
0.99 760 60
0.01 0.99 14 010 09 570 60
0.95 660 60
0.99 1330 60

Source: the author’s own calculations.

A sample size obtained in such a way is treated as sufficient for normal
distribution of the statistic being considered under the assumed significance level
as well as the power of the chi-square test statistic. The algorithm for evaluating
the necessary sample sizes is replicated 10-times, allowing us to compute n.
The results of the simulation experiments can be found in Table 2.
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Based on Table 2, we can say that the necessary sample size, in order to assure
sufficient convergence of statistic 7, ¢ to normality under sampling design Py(s),
is at least seven times larger than it is for 7, ¢ under a sample drawn with
replacement with probabilities proportional to the auxiliary variable values. Under
the considered variants of significance levels and powers of the test, the necessary
sample size in order to ensure the normal distribution of 7, ,, ¢ distribution oscillates
around 60. For 7, . ¢ distribution, the necessary sample size increases when the
significance level decreases and the power increases.

4. Conclusions

Both of the methods considered for evaluating necessary sample sizes in order
to ensure statistics are normally distributed were based on the assumption that
an auxiliary variable is known from a whole population. The method requires
the assumption that standard normal distribution is the asymptotic distribution of
the statistics under analysis. The first method of determining the sample size is
based on the Berry-Esseen inequality. The particular case of dependence between
variables x and y considered in Example 2 lets us conclude that the necessary
sample size decreases when the correlation coefficient between these variables
increases.

In the case of the next method, the necessary sample size is evaluated by means
of appropriate formulation of hypotheses on the normality coefficient. The tested
and alternative hypotheses (see expression (5)) are constructed in such a way that
the tails of the standard normal distribution are especially taken into account.
The proposed simulation algorithm based on testing appropriate statistical
hypothesis leads to the following conclusion. Under the evaluated sample size n ,
the hypothesis H on normal distribution of considered statistic is not rejected.
This decision is wrong (type II error) with a probability of v = 1 — 3. Moreover,
in the previous steps of the algorithm, when the sample size was shorter than the
optimal level n , the alternative hypothesis H, (determining the non-admissible
distribution) was accepted. This was the wrong decision (type I error) with
probability a.. Hence, in consequence, the probabilities a and v measure the risk
of assessing the necessary sample size on the level n . When under the fixed
distance measure d(wg, w;) (see expression (4)) between the distributions
specified by the hypotheses H and H,, we decrease the level of a or the level of
v, then size n  increases. This usually causes the costs of data observations to rise.
Hence, compromise levels for §, a, v and n, need to be found. This procedure
can be applied to more complicated statistics or more complex sampling schemes
than those considered in this paper. Moreover, it is possible to generalise the
obtained results on distributions of bootstrap type statistics.
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Symulacyjne wyznaczanie niezbednego rozmiaru proby zapewniajacego
wystarczajaca zbieznos¢ rozkladu pewnych statystyk do rozkladu normalnego
(Streszczenie)

Podczas testowania hipotez lub wyznaczania przedzialéw ufnosci rozktady pewnych
statystyk zwykle nie sg znane. Wygodne jest, gdy rozktady takich statystyk mozna przybli-
zaé rozktadem normalnym. Celem pracy jest wyznaczenie takiej liczebnoSci préby, przy
ktérej rozktad statystyki jest dostatecznie dobrze aproksymowany rozktadem normalnym.
Zaproponowano dwie procedury postgpowania. Jedna z nich daje aproksymacje liczebno-
Sci proby na podstawie nieréwnoSci Berry-Esseena. Druga metoda polega na generowaniu
serii prob o ustalonej liczebnoSci, na podstawie ktérych wyznacza si¢ wartoSci statystyki.
Opierajac si¢ na tych warto$ciach, testuje si¢ normalnos¢ rozktadu statystyki. W razie
odrzucenia hipotezy o normalnoS$ci zwigksza si¢ rozmiar generowanych préb. Procedure
te powtarza si¢ az do ustalenia liczebnoSci préby, przy ktdrej hipoteza o normalnosci nie
jest odrzucona.

Stowa kluczowe: rozmiar proby, twierdzenia centralne, schemat losowania, symulacja
komputerowa, test chi-kwadrat zgodnoSci.
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Streszczenie
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1. Wprowadzenie

Przy tacznym modelowaniu zmiennych licznikowych mozna spotkaé si¢
z sytuacjq, gdy jedna z nich jest z koniecznoSci zerem dla wielu obserwowanych
obiektéw. Na przyktad jesli badamy determinanty i wspétzalezno$¢ liczby prze-
jazdéw mieszkaficow miasta transportem publicznym i wtasnymi samochodami,
to dla 0s6b bez samochodu liczba przejazdéw tym Srodkiem jest stale réwna zero.
Powstaje pytanie, jakie sa mozliwoSci i konsekwencje wnioskowania o determi-
nantach liczby przejazdéw transportem publicznym oraz o zaleznosci migdzy
oboma liczbami przejazdéw na podstawie danych dotyczacych wszystkich bada-
nych mieszkancéw miasta — wobec badania tych determinant i tej samej zalez-
noSci na podstawie danych dotyczacych tylko mieszkancéw miasta posiadajacych
samochdd. Wykorzystanie tych ostatnich danych oznacza wstgpng selekcje obser-
wacji 1 uniemozliwia przenoszenie wynikéw analizy na wszystkich mieszkancéw.
Aby wykorzystaé caty zbiér obserwacji i umozliwi¢ wycigganie ogdlniejszych
wnioskéw, autorzy zaproponowali model statystyczny uwzgledniajacy przeta-
czanie miedzy dwoma modelami zmiennych licznikowych: modelem dwuwymia-
rowym i jednowymiarowym; za przetaczanie odpowiada dychotomiczny model
stosownej zmiennej zero-jedynkowej (reprezentujacej w przytaczanym przykta-
dzie posiadanie samochodu). Takie podejScie pozwala ujaé rézne sytuacje jako
przypadki szczeg6lne i sformutowac kluczowa testowalng hipotezg identycznosci
mechanizmu okreSlajacego generowanie (w dwdch grupach obiektéw) wartosci tej
zmiennej licznikowej, ktéra nigdy nie jest zdegenerowana.

Zasadniczg czeScig sktfadowa omawianego w tej pracy modelu przetgczni-
kowego jest dwuwymiarowy model zmiennych licznikowych, opisujacy przy-
padek, w ktérym zadna ze zmiennych nie jest skoncentrowana w zerze. Regresja
poissonowska jest znanym modelem analizy zmiennych licznikowych. Istnieja jej
dwuwymiarowe uogdlnienia, lecz wigkszoS¢ z nich charakteryzuje si¢ ogranicze-
niami dotyczacymi znaku wspéiczynnika korelacji migdzy zmiennymi, inne za$§
prowadzg do komplikacji natury statystyczno-numerycznej (zob. m.in. [Kocherla-
kota i Kocherlakota 1992, Winkelman 2008]). Modele, ktére dopuszczajg zaréwno
korelacje dodatnig, jak i ujemng, mozna uzyskaé¢ wykorzystujac np. kopule lub
mieszanki rozktadéw. Innym podejsciem jest warunkowy model Poissona, ktéry
zaproponowali P. Berkhout i E. Plug [2004]. Oméwienie tych zagadnief, wraz
z odwotaniami do literatury, mozna znalez¢ m.in. w artykule [Marzec 2012].
Warto podkresli¢, ze w kontekScie modeli dwuwymiarowych nie pojawia si¢
w literaturze kwestia selekcji proby.

Jako gtéwna czgs§¢ sktadowa proponowanego modelu statystycznego wyko-
rzystano specyfikacje ZIP-CP (zero inflated Poisson — conditional Poisson),
ktéra zaproponowano w pracy [Marzec i Osiewalski 2012]. Jest to dwuwymia-
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rowa regresja typu Poissona, ogdlniejsza niz model P-CP (Poisson — conditional
Poisson), ktéry wprowadzili P. Berkhout i E. Plug [2004]. W modelu P-CP przyj-
muje si¢ brzegowy rozktad Poissona dla jednej zmiennej i warunkowy rozktad
Poissona dla drugiej (przy ustalonej pierwszej); model ten jest tatwy w estymacji
1 dopuszcza korelacje réznego znaku (dodatnig albo ujemna), ale znak ten zalezy
od znaku jednego parametru, a nie od zmiennych objasniajacych. W modelu
ZIP-CP dwuwymiarowej regresji typu Poissona zamiast brzegowego rozktadu
Poissona pierwszej z dwdch zmiennych wprowadza si¢ rozktad typu ZIP, w wersji
»plotkowej” (hurdle model), co prowadzi do znaku kowariancji (migdzy oboma
zmiennymi licznikowymi) zaleznego od wartoSci zmiennych objasniajacych.
Charakterystyki modelu ZIP-CP wynikaja z wtasnoSci dwuwymiarowego skoko-
wego rozktadu ZIP-CP, ktory wprowadzit i zbadat J. Osiewalski [2012]. Druga
cze§¢ proponowanego modelu przetacznikowego to jednowymiarowa regresja
Poissona dla drugiej zmiennej — w przypadku gdy pierwsza jest zdegenerowana
(skoncentrowana w zerze). Jak juz wspomniano, trzecig czg¢scig jest specyfikacja
dychotomiczna, opisujgca przetagczanie migdzy przypadkiem dwuwymiarowym
(niezdegenerowanym) i jednowymiarowym (zdegenerowanym).

Nastepny punkt pracy poSwigcony jest prezentacji probabilistycznych podstaw
modelu, tj. rozktadéw skokowych wykorzystywanych w budowie trzech czeSci
sktadowych tego modelu — w szczegdlnosci rozktadu ZIP-CP. W trzecim punkcie
omoéwiono proponowany model statystyczny i postaé funkcji wiarygodnoSci oraz
przedstawiono analiz¢ bayesowska tego modelu, zwracajac uwage na jego dwa
przypadki szczegdlne. W czwartym, empirycznym punkcie pracy zaprezento-
wano nowe wyniki, uzyskiwane na podstawie petnego zbioru danych, w tagcznym
badaniu liczb transakcji dokonywanych karta bankowa i gotowka (zob. [Polasik,
Marzec, Fiszeder i Gérka 2012] oraz [Marzec i Osiewalski 2012]). Przyktad ten
ilustruje problemy modelowania i wnioskowania w sytuacji zmiennych liczniko-
wych, z ktérych jedna (liczba ptatnoSci kartg) jest zdegenerowana dla wielu bada-
nych jednostek (os6b nieposiadajgcych kart). W piatym punkcie zawarto uwagi
koficowe.

Proponowany w tej pracy przykitad empiryczny wpisuje si¢ w badania
rozwoju obrotu bezgotéwkowego w Polsce, ktére sa prowadzone od kilku lat
(zob. np. [Polasik i Maciejewski 2009, Fiszeder i Polasik 2009, Polasik 2015,
Polasik, Wisniewski i Lightfoot 2012, Gérka 2013, Goczek i Witkowski 2015,
2016]). Z punktu widzenia banku centralnego interesujaca kwestig jest okreSlenie
czynnikéw motywujgcych do korzystania z kart platniczych i identyfikacja tych
barier utrudniajacych dziatalno$¢ przedsigbiorstw handlowych, ktére sg zwig-
zane z dodatkowymi optatami interchange za transakcje dokonane przy uzyciu
kart. Dla gospodarki i finanséw pafistwa wymierne korzySci rodzi ograniczenie
transakcji gotéwkowych miedzy klientem detalicznym a sprzedawca na rzecz
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transakcji dokonywanych karta, co czg¢§ciowo przyczynitoby si¢ do zmniejszenia
szarej strefy. Waznym elementem badan wzbogacajacych obecny stan wiedzy na
temat ptatnoSci kartg i gotéwka sg propozycje nowych modeli ekonometrycznych,
opisujacych ztozone decyzje podejmowane przez konsumentow.

2. Probabilistyczne podstawy nowego modelu statystycznego

Rozwazamy taczny rozktad prawdopodobiefistwa trzech zmiennych losowych
(Y., Y,, Y)), z ktdrych trzecia ma rozktad dwupunktowy (jest zmienng zero-jedyn-
kowa), druga moze przyja¢ dowolng warto$¢ catkowita nieujemng, a pierwsza ma
rozktad jednopunktowy, gdy Y;=0 (Pr{Y1 =0 ‘ Y;=0}=1 ), moze za$ przyjac
dowolng warto8¢ catkowitg nieujemng, gdy Y, = 1. Zatem przy Y, = 0 rozktad
(warunkowy) pary (Y|, ¥,) jest tozsamy z rozktadem pary (0, ¥,), czyli odpowiada
rozktadowi pojedynczej zmiennej Y,. Jedynie przy Y, = 1 rozktad pary (Y, Y,)
jest dwuwymiarowym rozktadem na zbiorze wszystkich par liczb catkowi-
tych nieujemnych. Temu ostatniemu po§wigcamy specjalng uwage, rozwazajac
przypadek prostszy: P-CP (zob. [Berkhout i Plug 2004]) i og6lniejszy: ZIP-CP
(zob. [Osiewalski 2012]).

Przy Y, = 1 rozktad prawdopodobienstwa pary (Y}, ¥,) jest nastgpujgcy:

Pr{Yl=i,Y2=j|Y3=1}=Pr{Yl=i\Y3=1}Pr{Y2=j\Y3=1,Yl=i}=g(i)h(j,i), )

przy czym i, j € NU{0}. Jesli rozktad zmiennej Y, jest rozktadem Poissona
o wartoSci oczekiwanej i wariancji A, a rozktad warunkowy Y, przy ustalonej
wartoSci zmiennej Y, jest rozktadem Poissona o wartoSci oczekiwanej i wariancji
Mexp(al),czyli

g(i)=e™(nY/il, h(j,i)=exp(-he®)(h,)Y e /)1, )

to mamy rozktad dwuwymiarowy P-CP o momentach postaci [Berkhout i Plug
2004]:

E(Yy| Yy=1)=Dyexp[, (e"~1)], 3)
Var(Y | Ys=1)=E(1, | Y3=1)+[E(Y2| Y, =1>]2{exp[7\,l(e°‘—l)2]—l}, @
Cov(Yl,Yz\ Y3=1)=x1(e°~—1)E(Y2\ Yi=1). G)

Jesli a#0, to wariancja (4) zmiennej Y, jest wigksza od wartoSci oczekiwa-
nej (3). Zalezno$¢ migdzy obu zmiennymi sprawia, ze rozktad zmiennej Y, odpo-
wiada empirycznie czgstej sytuacji zwigkszonej wariancji danych licznikowych.
Rozktad zmiennej Y,, czyli rozktad Poissona, nie ma tej wtasciwosci. Jest to
pierwszy powdd uogdlnienia dwuwymiarowego rozktadu P-CP przez wprowa-
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dzenie rozktadu typu ZIP na miejsce brzegowego rozktadu Poissona. Modele
regresji dla skokowej zmiennej objasnianej z nadmierng liczba zer spopulary-
zowat giéwnie D. Lambert [1992], a A.C. Cameron i P.K. Trivedi [1998, 2005]
oraz R. Winkelman [2008] przedstawiaja stosowne modele danych licznikowych
z przyktadami ich zastosowafi w ekonomii.

Nalezy zauwazyc, ze znak kowariancji migdzy Y, 1Y, czyli znak wyrazenia (5),
zalezy jedynie od znaku statej o, a nie od wielkosci A, A,, parametryzowanych
glebiej (uzaleznianych od zmiennych objasniajacych) w statystycznych zastosowa-
niach tego modelu probabilistycznego. Uogdlnienie, ktére zaproponowat J. Osie-
walski [2012], dopuszcza zwigzek znaku kowariancji i wielkoSci A ;. Ta ogélniejsza
klasa rozktadow (oznaczana gwiazdka) jest okre§lona przez ten sam warunkowy
rozktad Y, przy ustalonym Y,:

Pr*{Y2=j| Y, =1.7, =i}=h(j,i)=Pr{Y2=j| Y, =1.7, =i} ©6)
oraz przez rozktad zmiennej Y|, ktéry odmiennie niz w (1) traktuje wartos¢ 0:

. { } Y dlai=0,

Py =i|Vy=1t=g'(i)={_1-7v . . (7)
1_g<0)g(1) dlai€ N,

gdzie vy jest ustalong liczbg z przedziatu (0, 1), funkcje g i & sg za$ takie same

jak w (1). Jesli y = g(0), to Pr*{)/l =i 1/3:1}:g*(i):g(i):Pr{Yl =i Y3=1}

i mamy przypadek (1). Jesli y # g(0), a funkcje g i h zadane sa nadal wzorami (2),

to rozktad zmiennej Y, jest typu ZIP, za$ warunkowy dla Y, przy ustalonym Y,

pozostaje rozktadem Poissona. Rozktad taczny to ZIP-CP, a jego momenty maja
0g0blng postac:

(1-E(re s

Yy=1)+(y-g(0))0"E(¥3| ¥;=1,%,=0)
— ®)

g(0) ’
gdzie wykorzystuje si¢ znang posta¢ momentéw rozktadu P-CP (dla m = 0 przyj-
mujgc 0" = 1). W szczegdlnoSci otrzymujemy:

E'(1'7;

Y3:1):

E'(%] ¥;=1)=(1-g(0))" (1-7)A,, )

E'(%|vi=1)=(1-g(0))" [(1-7) (Y2 | ;=1)+ (v - 2(0)h2], (10)
. - ~g(0

Var(yln=1)=lig(yo)xl<1+”;_§0;x), (11)

Var'(Y,| Y;=1)=

— -8(0 > y-g(0 (12)
g o T ) e
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Cov*<Yl,Y2‘Y3=1):

{[(1 —e)e* (1 —y)]exp(kl(e“ —1))-y+ e’x‘},

Ao(1-7) (13)

(1-exp(—h, ))2
gdzie E(Y2‘ Y; :1) i Var(Y2‘ Y; :1) s3 momentami rozktadu P-CP danymi
w (3) i (4). Widzimy, ze zmienne tworzgce parg (Y,, Y,) o rozktadzie prawdopodo-
bienstwa ZIP-CP:

1) s skorelowane ujemnie, jesli [( 1—e™)e” —(1-y )]exp(hl(e“ —1))<y—e™,

2) sg skorelowane dodatnio, jesli [( 1—e™)e" - (1-y )]exp (M(e®=1))>y —e™,

3) sa nieskorelowane, jesli [( 1—e™)e” —(1-y )]exp()»l(e“ —1))=y—e™.

W przypadku y = g(0)= e™, tj. rozktadu Poissona dla Y, (przy Y, = 1), ztozona
formuta kowariancji (13) sprowadza si¢ do znacznie prostszej postaci (5), gdzie
znak kowariancji zalezy jedynie od znaku stalej a.. W pozostatych przypadkach,
tj. gdy rozktad Y, jest typu ZIP, znak kowariancji (13) zalezy od wartosci przyj-
mowanych przez A, i a (a nie tylko od znaku tej drugiej statej). Oczywiscie,
konkretna warto$¢ kowariancji w rozktadzie ZIP-CP (a nie sam jej znak) oraz
— w konsekwencji — warto§¢ wspétczynnika korelacji zalezg od wszystkich statych
wystepujacych w funkcji prawdopodobienstwa tego rozktadu, tj. od y,A;, A, 1 a.

Zauwazmy tez, ze zwigkszenie prawdopodobiefistwa zerowej wartosci Y,
(w stosunku do rozktadu Poissona o wartoSci oczekiwanej i wariancji A,), czyli
przyjecie rozktadu ZIP z y > g(0), prowadzi do wariancji (11) wigkszej niz
warto$¢ oczekiwana (9). Rozktad ZIP-CP umozliwia modelowanie zwigkszonej
wariancji obu obserwowanych zmiennych licznikowych, chociaz nie sg one trak-
towane symetrycznie.

Powyzsze rozwazania dotyczyty jedynie rozktadu warunkowego pary (Y,, Y,)
przy Y, = 1, czyli bardziej ztozonej czg¢Sci specyfikacji trgjwymiarowej. Rozktad
zmiennej Y, przy Y; = 0 — i tym samym przy jedynej wartosci ¥, (réwnej 0) —
przyjmujemy tak, aby mozna byto bada¢ identyczno§¢ rozktadu warunkowego
zmiennej Y, przy ¥, = 0 w obu sytuacjach: ¥; =01 Y, = 1. Zaktadamy zatem, ze
jest to rozktad Poissona o funkcji prawdopodobienistwa:

Pr{Yz :J ‘ Y3 :O, Yl =0}=h0(j)=6Xp(—7\.2’0)(7\.2’0)j/]!, (14)

z parametrem A, 5 niekoniecznie réwnym A, .
Podsumowujac dotychczas przyjete zatozenia, wprowadzamy nastgpujacy
faczny rozktad trzech zmiennych skokowych:

pg (i)h(j,i), i,jENU{0},1=1,
Pr{Y,=i,Y,=j,Ys=1}=1(1-p)hy(j), i=0,;€ENU{0},/=0, 15)
0, i€EN, jeNU{0},1=0,
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gdzie p=Pr{Y;=1}. Brzegowy rozktad pary (¥,, Y,) jest swoista mieszankg
dwuwymiarowego rozktadu ZIP-CP i jednowymiarowego rozktadu Poissona:

Pr{Y,=i,Y,=j}=pg (i)h(j.i)+(1- p)o(i)he(j). i.jENU{0},  (16)

gdzie 1,(.) oznacza funkcj¢ charakterystyczng zbioru A; jego momenty mozna
zapisaé jako:
E(Y!'Y3)=pE'(Y!'Y}

Yy=1)+(1-p)0"E( Y]

Y,=0,Y, =0), (17)

przy czym E*( Y'Yy | Ys :1> to moment zwykty lub mieszany rze¢du (m, n)
w rozktadzie ZIP-CP, dany ogélnym wzorem (8), za$§ E(YZ ‘ Y;=0,7Y, =0> to
moment zwykty rzedu n w rozktadzie Poissona z parametrem A, ;.

3. Model statystyczny

Rozwazamy T tréjwymiarowych zmiennych losowych (Y, ,Y,, Y, 1=1,2,...,T),
gdzie Y;, sg zmiennymi zero-jedynkowymi. Przy Y, = 1, pary (Y,,, Y, ) majg r6zne
rozktady typu ZIP-CP:

PriY, =iYy=j| Yy=1}=gli)h(jii), i,jENU{0}, (18)
gdzie
Y, dlai=0,
* =. = = (i = 1_ .
Pr{Ylt i| ¥y, 1} gi) —l_gty(’o)g,(i) dlai€ Ny g(i)=e™"(hy,) /i, (19

Pr*{Yz,:j| Y3,:1,Yl,:i}:h,(j,i):exp[—7»2,exp(oci)](xz,)fexp(ocij)/j!, (20)
klf:eXP(xzﬁl), 7"2t=eXp(WtB2)’ y,=exp(—e6}\1,)=exp(—exp(6+x,|31)); (21

X, 1w, sg wierszami wartoSci zmiennych objaSniajgcych, ktore mogg si¢ pokrywac
(w czgdci lub w catoSci). Zmienne te okreSlaja prawdopodobiefistwa pojawienia si¢
poszczegblnych par wartosci Y, 1 Y, ; wptyw x, i w, na te prawdopodobiefistwa jest
determinowany wielkoScig poszczeg6lnych sktadowych kolumn {3, i 3,, wielkoscig
parametru zaleznoSci o oraz wielko$cig parametru 9, ktéry decyduje o odchyleniu
prawdopodobiefistwa, ze Y, = 0, od wartoSci wynikajgcej z rozktadu Poissona.
Zauwazmy, ze momenty rozktadu pary (Y|, Y,), podane w poprzednim punkcie
pracy, zalezg teraz od zmiennych obja$niajacych.

W literaturze specyfikacja oparta na wzorze (19) jest nazywana modelem
ptotkowym — zob. [Cameron i Trivedi 2005, s. 680]. Poréwnanie tej specyfikacji
z oryginalnym modelem ZIP przedstawia R. Winkelman [2008]. Gtéwnymi zale-
tami przedstawionej w niniejszym artykule propozycji sg prostota parametryzacji
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1 wzgledna tatwoS¢ estymacji oraz prostota testowania zasadnosci redukcji specy-
fikacji (19) do standardowego modelu Poissona.
Przy Y, =0, pary (Y, Y,) = (0, Y,) maja rozktady zdegenerowane (bo zmienne
Y, majg rozkiad Jednopunktowy), za$ jako warunkowe rozktady Y, przyjmujemy
r(’)Zne rozktady Poissona — przez analogi¢ do (20):

Pr{Y21=j|YSt=0’Ylt } ho:() exp[ )\21‘0](>\'2t0)1/]‘ 7‘2:,0=eXP(Wt52,0)- (22)

Jesli B, = B, to Pr {Yz, Jl Y3,=1,Y1,=0}=Pr{Y2t=j‘ Y3t:0,Y1,=O}, czyli
sposéb generowania wartosci zmiennej Y, przy Y, = 0 jest identyczny bez
wzgledu na wartoS¢ zero-jedynkowej zmiennej Y, . Do weryfikacji hipotezy, ze
B, = B, potrzebny jest trojwymiarowy model statystyczny, tj. parametryczna
klasa rozktad6éw postaci:

pigi(i)h(j,i), i,jE NU{0},I=1,
Pr{Y1,=i,Y2t=j,Y3,=l;6}= (l—p,)hoy,(j), i=0,j€NU{O},l=0, (23)
0, i€N, jeNU{0},1=0,

gdzie p,=Pr{Y;=1}=1-F(—p;), z, jest wektorem zmiennych obja$niaja-
cych, za$ F jest dystrybuantg reprezentujgcg dychotomiczny model zmiennej Y .
W badaniu empirycznym przyjmujemy model logitowy, czyli zaktadamy dystry-
buante rozktadu logistycznego. Warto byloby w przysztoSci rozwazy¢ modele
dychotomiczne oparte na dystrybuancie sko$nego rozktadu ¢ Studenta, ktore
J. Osiewalski i J. Marzec [2004a, 2004b] wprowadzili jako alternatywe dla dwéch
podstawowych specyfikacji: logitowej i probitowej. W modelu statystycznym
trojki zmiennych (Y, Y,,, Y, ) wektor parametréw 6 jest kolumng grupujacy
d,a,B,PB2,B31P20. Zaktadamy, ze przy dowolnie ustalonym 0 tréjwymiarowe
obserwacje sg niezalezne.

Jesli zaobserwowano Y, =y .Y, =y, 1Y, =y, (t=1,2,...,T),to odpowiada-
jaca tym warto§ciom funkcja wiarygodnoS$ci ma postac:

L(e§y)=[ Ythr(thaO)] -

Wgr(ylt)ht(ym’ylr)
[,WH ho,r()’zz ][ I1 Pz][,); o 1 Pz] |(Bl’ﬁzaa’é)Lz(Bz,o)Ls(ﬁs),

I1
tyy=1,y1,=0

24

tyy=1,y,>0 1 — &
Ly,=0 Lyy =

gdzie y oznacza macierz (3x7") zawierajaca zaobserwowane wartoSci zmien-
nych Y, , Y, iY,.Dwa pierwsze czynniki funkcji wiarygodnosci L odpowiadajg
dwuwymlarowej sktadowej mieszanki i tworzg funkcj¢ L, parametréw 0, o, 8 Bo;
kolejny czynnik odpowiada sktadowej jednowymiarowej i stanowi funkcj¢ L,
parametru 3, ;; ostatnie dwa czynniki odpowiadajg dychotomicznej zmiennej prze-
tacznikowej i tworzg funkcj¢ L, parametru f3,. Jeli brak jest zwigzkow migdzy
trzema wyréznionymi grupami parametrow, czyli charakteryzuja si¢ one swobodg
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zmiennoS$ci (variation freeness), to wnioskowanie o kazdej z nich prowadzi si¢
odrgbnie, na podstawie odpowiedniego czynnika L (r = 1, 2, 3), a nie na podstawie
petnej funkcji wiarygodnoSci. Zauwazmy, ze faktoryzacja funkcji wiarygodnoSci
nie wynika z konkretnej postaci rozktadéw, ktére przyjmujemy, lecz z samej
struktury modelu statystycznego i ze swobody zmiennoSci poszczegdlnych grup
parametréw. Na potrzeby wnioskowania brak zwigzkéw miedzy parametrami (lub
ich obecnos¢) formalizuje si¢ SciSle na gruncie bayesowskim, gdzie wprowadza
sie rozktad a priori (miar¢ probabilistyczng) na przestrzeni parametréw i mozna
wtedy rozwazaé stochastyczng niezalezno$¢ grup (wektoréw) parametréow. W tej
pracy skupiamy si¢ na dwéch przypadkach: niezaleznosci a priori trzech wyrdz-
nionych grup parametréw i réwnosci 3, = 3, ;.

Przy separowalnosci funkcji wiarygodnosci niezaleznoS¢ a priori (8, o, f1,P2),
B, 1 B; prowadzi do niezaleznosci a posteriori tych parametréw (czyli niezalez-
noSci warunkowej przy znanych obserwacjach). Oznacza to catkowitg odrebno§¢
wnioskowania o kazdej grupie parametréw oraz zasadno$¢ wykorzystania tylko
danych z y, = 1 w estymacji (8, a,3,,,) i tylko danych z y, =0 w estymacji
B, o- Oczywiscie, wnioskowanie o funkcjach wektora 6 wszystkich parametrow —
takich jak np. Corr( Yi, Yy ‘ 6), tj. bezwarunkowy wspétczynnik korelacji miedzy
pierwszymi dwoma elementami tréjki (Y, , ¥,,, ¥;) — musi by¢ oparte na rozkta-
dzie a posteriori catego wektora 0, wykorzystujacym petng funkcje wiarygod-
nosci i kompletne dane. Empirycznie interesujace moze by¢ poréwnanie dwéch

wspolczynnikow korelacji — bezwarunkowego Corr( Yin Yy ‘ 6) i warunkowego,

okresSlanego tylko na podstawie modelu ZIP-CP, t;. Corr( Yl,,Yz,’ Y3,=1,6>=
=C0rr*(Y1,,Y2, ‘ Y3,=1,6,0L,|31,[32>.

W przypadku gdy zaktadamy 3, = 3, ,, czyli niezalezny od Y; mechanizm gene-
rowania Y, , czynnikéw L, i L, funkcji wiarygodnoSci nie da si¢ rozwazac odrgbnie,
gdyz oba zalezg od tego samego wektora f3,. Wnioskowanie o samych parametrach
(a nie tylko o takich ich funkcjach, jak bezwarunkowy wspoétczynnik korelacji)
musi wykorzystywac petng funkcje wiarygodnoSci, oparta na wszystkich obserwa-
cjach. Ograniczenie si¢ we wnioskowaniu jedynie do danych z y, = 1 oznaczatoby
..biad selekeji proby”. Testowanie hipotezy 3, = p, , mozliwe jest oczywiscie tylko
w przypadku nienarzucajagcym takiej restrykcji.

Pelna specyfikacja bayesowskiego modelu statystycznego z rozktadem prob-
kowym postaci (23), prowadzacym do funkcji wiarygodnoSci (24), wymaga przy-
jecia konkretnego rozktadu a priori wektora 0. Proponujemy zatozy¢ niezalezno$§é
a priori parametréw i dla kazdego indywidualnie przyja¢ standardowy rozktad
normalny N(0, 1). Zerowe wartosci oczekiwane a priori oznaczaja, ze najwigksza
szans¢ dajemy wstepnie modelowi bez zmiennych obja$niajacych. Jednostkowe
odchylenia standardowe a priori daja gwarancjeg, ze specyfikacje odlegle od tej



40 Jacek Osiewalski, Jerzy Marzec

najprostszej majg bardzo istotne wstgpne szanse. Wydaje sig, ze taki prosty taczny
rozktad a priori niesie stabg wiedze wstepng, gwarantujac zarazem tatwoS¢ symu-
lacji Monte Carlo z rozktadu a posteriori, ale jego konkretna rola informacyjna
(w stosunku do funkcji wiarygodnoSci) oraz wrazliwo$¢ rozktadu a posteriori sa
kwestiami empirycznymi, ktére nalezy bada¢ odrebnie dla kazdego analizowa-
nego zestawu danych.

4. L.aczne modelowanie liczby platnosci karta i gotowka

Aby zilustrowac¢ przydatno$¢ empiryczng zaproponowanego modelu statystycz-
nego, w szczegdlnosSci analizy konsekwencji selekcji proby, wykorzystamy dane,
ktére zgromadzono w celu prowadzenia badania opisanego w pracach [Polasik,
Marzec, Fiszeder i Goérka 2012] oraz [Marzec, Polasik i Fiszeder 2013]'. Dane
te zawierajg m.in. informacje o posiadaniu karty ptatniczej (y,) oraz o liczbie
ptatnoSci gotéwkg (y, ) i kartg (y,) dokonanych (w miesigcu) przez T'= 2518 0séb,
ktére byty ankietowane w jednym spo$rdd trzech miesigcy: w pazdzierniku, listo-
padzie 2010 r. albo w styczniu 2011 r. Osoby nieposiadajace karty stanowity 52,7%
wszystkich badanych.

Z analizy dwuwymiarowego rozktadu empirycznego dla liczby ptatnosci
gotowka 1 kartg warunkowego wzgledem y, = 1 (w tym jego rozktadow brzego-
wych) wynika, ze w sytuacji posiadania karty ptatniczej Srednia liczba ptatnoSci
gotéwka wynosi 20,5 (odchylenie standardowe jest rowne 17,3), a Srednia liczba
ptatnoSci kartg wynosi 5 (przy odchyleniu standardowym 6,7). Wspétczynnik
warunkowej korelacji empirycznej migdzy y, ay, (przy y,, = 1) ksztattuje si¢ na
poziomie 0,008, co mozna interpretowac jako brak nawet przyblizonej zaleznoSci
liniowej migdzy liczbg platnosci kartg i gotéwka. Jednowymiarowe rozktady
empiryczne przy y, = 1 sugerujg potrzebg zastosowania modelu, w ktérym obie
zmienne skokowe charakteryzujg si¢ rozktadem z nadwyzka zer (zob. [Marzec
i Osiewalski 2012]).

Szeregi rozdzielcze liczby ptatnoSci gotowkg przy y, = 11y, =0 podano
w tabeli 1. W przypadku braku karty platniczej Srednia liczba transakcji
gotéwka wynosi 22,5 (+19,8) i jest wyzsza niz w przypadku posiadania karty.
Takze mediana empirycznego rozkfadu y, przy y, =0 jest przesunigta na prawo
w stosunku do mediany rozktadu y, przy y, = 1. Wyniki zmodyfikowanego

! Badanie to, obejmujace m.in. zebranie materiatu statystycznego przez TNS Pentor, zostato
sfinansowane przez Narodowy Bank Polski.
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testu W2 Andersona i Darlinga [1954]> wskazujg na silne niepodobiefistwo tych
rozktadow.

Tabela 1. Empiryczne rozktady liczby ptatnosci gotowkq y, , warunkowe wzgledem
posiadania (y,, = 1) lub nieposiadania (y,, = 0) karty ptatniczej

Liczba ptatnosci | Czgsto$¢ (y,,= 1) | Struktura (W %) | Czgsto$¢ (y,,=0) | Struktura (w %)
0 24 2 0 0
(0; 5] 126 11 60 5
(5; 10] 248 21 275 21
(105 15] 196 16 224 17
(15; 20] 148 12 208 16
(205 25] 108 9 151 11
(25; 30] 85 7 123 9
(30; 35] 66 6 73 5
(35; 40] 55 5 57 4
(40; 45] 32 3 55 4
(45; 50] 32 3 26 2
>50 70 6 76 6
Lacznie 1190 100 1328 100
Srednia 20.5 ~ 22,5 -
Mediana 16 - 18 -

Zrédto: opracowanie wiasne.

Wyniki uzyskane w modelu P-CP na podstawie danych obejmujacych 1190
posiadaczy kart wskazywaly na niewielka dodatniag korelacje miedzy liczba
platnoSci gotéwka i karta. J. Marzec i J. Osiewalski [2012] potwierdzili to,
stosujac model ZIP-CP, ale jednocze$nie pokazali, Ze jego redukcja do P-CP nie
jest zasadna (zob. tez wyniki dla parametréw o i O prezentowane w tabeli 4).
Korzystajac z formalnego bayesowskiego poréwnywania modeli (poprzez czynnik
Bayesa) ustalono ponadto, ze w modelu ZIP-CP zmienna Y, musi wyrazac liczbg
transakcji kartg, a Y, liczbg transakcji gotowkg (nie na odwrot). Konieczno$¢

2 Test w wersji dla zmiennych skokowych, dany formuta:

(F(ay,) - F(ay,)] .,
NZ Ffm(ao ,)(1— FL’M<a0J))P (aoyi),

zastosowano dla dwoch szeregdw sktadajacych sie z N = 363 obserwacji, gdzie F*" to dystrybuanta
empiryczna, p to czgstosé, a, ;i a, , sa realizacjami zmiennych Y, | Y;=0i7Y, ‘ Y;=1. Wartos¢
statystyki W? wyniosta 10,9, a kwantyl rzgdu 0,9999 rozktadu statystyki przy H, wynosi nie wigcej
niz 6,17 (dla 100 obserwacji).
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identyfikacji wtaSciwej kolejnosci zmiennych wynika z niesymetrycznej struktury
modelu dwuwymiarowego.

Obecnie przedstawione zostang wyniki uzyskane na podstawie petnego zbioru
danych, uwzgledniajacego osoby bez kart ptatniczych. Podobnie jak w pracy
[Marzec i Osiewalski 2012] wykorzystano dane surowe, bez wag okre§lajacych
stopiefi reprezentatywnoSci poszczegdlnych obserwacji®. Rozwazamy model
statystyczny oméwiony w poprzedniej czedci pracy, na ktdry sktadajg sie odrgbne
modele zmiennych licznikowych dla 7, = 1190 par (Y|, ¥,) przy ¥, = 1 i dla
T, = 1328 zmiennych Y, przy Y, = 0 oraz tgczacy je model zmiennej dychoto-
micznej Y, (dla T=T, + T, = 2518). Jako zmienne objasniajgce wykorzystano
gtéwne cechy ankietowanych konsumentéw. Przyjeto, ze w kazdym z trzech
modeli sktadowych wystepuje ten sam zestaw (potencjalnych) zmiennych obja-
$niajacych.

W tabeli 2 przedstawiono zmienne obja$niajgce i ich typowe wartosci, tj. Srednie
w przypadku zmiennych ciagtych i najczestsze dla zmiennych dychotomicznych.
Warto zwrdéci¢ uwage, ze — na prezentowanym poziomie agregacji informacji
z badania ankietowego — gléwnymi czynnikami okreSlajacymi posiadanie karty
wydaja sie: deklarowany dochdéd w rodzinie, wyksztatcenie, stan cywilny i dostep
do Internetu. Wiecej wnioskéw uzyskamy, analizujgc wyniki podane w tabeli 3.
W catym zbiorze badanych kobiety stanowity 56% ankietowanych, odsetek oséb
bedacych w formalnym zwigzku wyniést 56%, a 61% ankietowanych posiadato
dostep do Internetu. Czynnikiem wyja$niajagcym zréznicowanie liczby transakcji
kartg badz gotowka moze by¢ miejsce zamieszkania. W miastach mieszkato 63%
wszystkich badanych. Wérdd posiadaczy kart ptatniczych 71% byto mieszkancami
miast. Odsetek os6b bez kart, a mieszkajacych w miastach, byt nizszy i wynosit
56%. Bezwarunkowa czesto$¢ posiadania karty byta réwna 47,3%, jednak czgstos§é
posiadania karty przez klienta pod warunkiem, ze mieszka w mieScie, wyniosta
53%. Natomiast udzial posiadaczy karty wynosit: 49% wSsréd mezczyzn, 55%
wSsréd zameznych albo zonatych oraz 58% wSsrdéd oséb posiadajacych dostep do
Internetu.

Uzyskany przy zalozeniu niezaleznoSci a priori rozktad a posteriori parame-
tréow tréjwymiarowego modelu statystycznego, danego wzorem (23), probkowano
stosujac metody MCMC (Monte Carlo typu tancuchéw Markowa); zastosowano
sekwencyjng wersje algorytmu Metropolisa i Hastingsa. Wykorzystujac nieza-
lezno§¢ a posteriori, wynikajaca z separowalnosci funkcji wiarygodnoSci (24)
i niezaleznoSci a priori poszczegdlnych wektoréw parametrow, dokonano osobno
estymacji parametréow kazdego z trzech modeli sktadowych, tj. 3,,P,, 10
w modelu ZIP-CP (M), [32’0 w modelu Poissona dla liczby transakcji gotéwka

3 W badaniach opisanych w pracach [Polasik, Marzec, Fiszeder i Gérka 2012] oraz [Marzec,
Polasik i Fiszeder 2013] uzyto danych wazonych.
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w przypadku braku karty (M,), oraz 3, w modelu logitowym posiadania karty

(M,). Lgczna liczba parametréw wyniosta 34.
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Tabela 2. Przecigtne (Srednie lub najczestsze) warto§ci zmiennych objasniajacych

T=2518 T,=1190 T,=1328
Zmienna objasniajaca qeznie poslliiilé acy bez karty
Pte¢ (1 — mezczyzna, O — kobieta) 0 0 0
Wiek (w latach) 41,2 40,1 422
Stan cywilny (1 — zonaty lub zamezna, O — nie) 1 1 0
Miejsce zamieszkania (1 — miasto, 0 — wies) 1 1 1
Miesigczny dochéd w rodzinie (w tys. zt) 29 33 2,5
Wyksztalcenie (lata nauki) 12,3 13,2 11,5
Dostep do Internetu (1 — tak, 0 — nie) 1 1 0

Zrédto: opracowanie wlasne.

Tabela 3. Udziat wartoS$ci 1 w przypadku dychotomicznych zmiennych objasniajacych
(W %)

T =2518 T,=1190 T,=1328

Zmienna obja$niajaca tacznie posli(ig acy bez karty
Pte¢ (1 — mezczyzna, O — kobieta) 44 45 42
Stan cywilny (1 — zonaty lub zamezna, O — nie) 56 65 48
Miejsce zamieszkania (1 — miasto, 0 — wies) 63 71 56
Dostep do Internetu (1 — tak, 0 — nie) 61 76 49

Zrédto: opracowanie wlasne.

W tabeli 4 zaprezentowano warto$ci oczekiwane i odchylenia standardowe
a posteriori parametrow. Postulowany w modelu M, wptyw wszystkich zmien-
nych objasniajacych na liczbe ptatnosci gotéwka, gdy konsument korzysta réwno-
cze$nie z karty, zostal potwierdzony przez dane. Natomiast tylko posiadanie przez
konsumenta dostepu do Internetu, jego wyksztatcenie i dochdd powoduja znaczace
zréznicowanie liczby ptatnoSci kartg. W czystym modelu Poissona (M,) ptec
konsumenta i jego dochdd wydaja si¢ nie mie¢ wplywu na zréznicowanie liczby
transakcji gotowkg w sytuacji braku karty. W modelu logitowym (M,) determi-
nantami posiadania karty ptatniczej okazuja si¢ wszystkie zmienne objaSniajace
z wyjatkiem wieku, ktéry wyraZnie nie ma znaczenia.
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Tabela 4. Warto$ci oczekiwane i odchylenia standardowe a posteriori parametréw ([3)
modeli

Zmienna/parametr Model EB|y) | D(B|y) Model EB|y) | D(B|y)
W17 0,911 0,098 -5455 | 0330
Ple¢ -0044 | 0025 0,181 0,092
Wiek 0,002 | 0,001 0,001 0,003

M;: model
Stan cywilny M;: ptatnosci —-0,048 0,029 logitowy 0,596 0,102
Miejsce zamieszkania kartg 0,007 | 0028 | posiadania | 0483 | 0,096
Dochéd 0051 | 0010 karty 0,185 | 0039
Wyksztatcenie 0,056 0,006 0,297 0,024
Internet 0,361 0,039 0,622 0,106
W17 2,825 0,050 2,133 0,051
Ple¢ -0,101 | 0,013 -0014 | 0,013
Wick 0008 | 0001 | Mymodel 400016 001
Poissona —
Stan Clelny Ml: pl’atnoéci —0,158 0,015 transakcje 0,082 0,015
Miejsce zamieszkania | ~ gotéwka 0,145 0,015 gotéwky 0,126 0,015
Dochéd 0016 | 0006 | @YPrak 5000 | 0.006
karty)
Wyksztatcenie 0,008 | 0,003 0,062 0,003
Internet 0,085 | 0016 0,152 0,016
o - 0,004 0,001 - - -
S - -1,876 | 0,041 - - -

Zrédto: opracowanie wlasne.

Warto zauwazy¢, ze wystepuja duze rdéznice w wartoSciach oczekiwanych
a posteriori parametréw opisujacych liczbe transakcji gotdéwka w modelach
M, i M,. Az dla czterech (z siedmiu) zmiennych objasniajgcych (stan cywilny,
dochdd, wyksztalcenie i Internet) znaki tych charakterystyk sa przeciwne — co
oznacza, ze kierunek wptywu danej zmiennej na liczbe wykonanych transakcji
gotéwka jest inny w zaleznoSci od tego, czy konsument posiada dodatkowy instru-
ment platnos$ci w postaci karty. Odchylenia standardowe a posteriori wigkszoSci
parametrow sg stosunkowo mate. Spostrzezenia te sugerujg, ze rownosc p, = 3, |
nie zachodzi. Oznaczatoby to, ze we wnioskowaniu o samych parametrach selekcja
préby nie powoduje negatywnych konsekwencji i mozna ograniczy¢ si¢ do kazdego
modelu oddzielnie (dla odpowiednich podzbioréw danych).

W celu zweryfikowania hipotezy {3, = B, , zastosowano bayesowski odpo-
wiednik testu chi-kwadrat. Niech k= 8, — 3, ;; opierajac si¢ na idei testu nie-
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bayesowskiego, dla zmiennej wielowymiarowej K rozwaza si¢ form¢ kwadratowg
postaci (por. [Marzec, Osiewalski 2008]):

T=t(k:7)=(k - E(x | »)) (Vx| ) (k= E(x | 7)), (25)

gdzie E(x ‘y)=E<Bz ‘ J’)—E<[32,o ‘ )’) ir(x ‘ J’)=V<f32 ‘ J/>+V<f52,0 ‘ y>, a sumo-
wanie macierzy kowariancji a posteriori wynika z niezaleznoS$ci a posteriori obu
poréwnywanych wektoréw parametréw, zachodzgcej w proponowanym modelu
og6lnym (bez restrykcji). Jednowymiarowa zmienna T jest losowa jako funkcja
zar6wno obserwacji, jak i parametréw modelu; we wnioskowaniu na podstawie
danych interesuje nas jej rozktad a posteriori, czyli warunkowy wzgledem danych,
o gestosci p(t | »). Testowanie hipotezy k =0 sprowadza si¢ do zbadania, czy
warto§¢ t(0; y) lezy w obszarze najwigkszej gestosci p(t ‘ »), przy wysokim,
ustalonym prawdopodobienstwie a posteriori (1 — o) tego obszaru. Je§li tak, to nie
odrzucamy hipotezy x =0 i przechodzimy do analizy modelu z ta restrykcja, unie-
mozliwiajacg odrebne traktowanie dwéch podzbioréw obserwacji. Jesli wartoS¢
t(0; y) znajduje si¢ poza obszarem wysokiej gestoSci a posteriori, to réwno$é
Kk =0 jest nieuzasadniona w Swietle dostepnych danych i ja odrzucamy, pozostajac
przy wnioskach z modelu ogdlnego, umozliwiajacego wstgpny podziat obserwacji
na dwie grupy i osobne traktowanie kazdej z nich.

Wyniki uzyskane za pomocg tego testu §wiadczg przeciwko hipotezie K =0.
Rozktad a posteriori zmiennej losowej T(k; ) jest jednomodalny i prawostronnie
asymetryczny, a jego modalna wynosi 5,7. Przedziat (0, 20) zawiera t(k;y)
z prawdopodobiefistwem a posteriori téwnym 0,99, za§ wartos¢ t(0; y) wynosi
973,85. Zatem wartoS¢ ta znajduje sie bardzo daleko w prawym ogonie rozktadu
a posteriori dla T, czyli zatozenie réwnosci wektoréw 3, i 3, , nie znajduje uzasad-
nienia. Wystarczajaca jest estymacja parametréw z wykorzystaniem separowal-
noSci funkcji wiarygodnoS$ci danej wzorem (24); taka estymacja parametréw nie
jest obarczona ,,btedem selekcji proby”.

Na koniec prezentujemy wyniki dla wspdiczynnikéw korelacji miedzy
liczbg transakcji oboma instrumentami ptatniczymi (Y, ¥,). Przypomnijmy,
ze wspoiczynnik ten jest funkcjg wszystkich parametréw trzech podmodeli,
wigc bez wzgledu na wynik wczesniej prezentowanego testu wyznaczenie jego
charakterystyk a posteriori jest mozliwe tylko w modelu tacznym. Syntetyczne
wyniki estymacji zostaty pokazane w tabeli 5. Dla wszystkich obserwacji
(T = 2518) otrzymano rozktady a posteriori dla Corr( Yi, Yy ‘ 8), czyli bezwa-
runkowego wspoétczynnika korelacji, skupione blisko zera — ale wylacznie po
stronie warto$ci dodatnich; charakteryzowaty si¢ one matym odchyleniem stan-
dardowym. Srednia warto$¢ oczekiwana a posteriori wyniosta 0,072, przy czym
najmniejsza 0,031, a najwigksza 0,16; korelacja jest wigc bardzo staba, ale dodatnia.
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Tabela 5. Usrednione (po obserwacjach) wartoSci oczekiwane a posteriori
wspotczynnikéw korelacji pary (Y, Y,)

. Srednia ocena
Wspétczynnik Wk adak
korelacji gy Onsurz‘;n‘_pf’)“a akartg gdy brak karty (Y, = 0)
3t
Corr( Yy Yo e) 0,072 (dla T = 2518)
Corr(Y,,, Yy |0) 0,065 (dla T, = 1190) 0,079 (dla T, = 1328)
Corr( ¥y, Yy | Y3, =1, e) 0,073 (dla T, = 1190) -

Zrédto: opracowanie wlasne.

W modelu ZIP-CP - tylko dla posiadaczy karty ptatniczej — Srednia wartoS¢ ocze-
kiwana a posterlorl warunkowego wspétczynnika korelacji Corr( Yi, Yo ‘ Y5 =1, 6)
wyniosta 0,073. Srednia ocena korelacji bezwarunkowej (migdzy liczbg transakc;ji
kartg i gotowkg) jest praktycznie taka sama jak korelacji warunkowej przy Y, =1,
cho¢ Srednie czastkowe korelacji bezwarunkowej (liczone dla posiadaczy karty
1 dla oséb bez karty) sa odmienne.

5. Podsumowanie

Omawiany tréjwymiarowy rozktad skokowy i zbudowany na tej podstawie
bayesowski model statystyczny zaproponowano w celu tacznego modelowania
dwéch zmiennych licznikowych, z ktérych pierwsza moze by¢ zdegenerowana
w zerze. Zaproponowany przez autorow model statystyczny polega na zastoso-
waniu zmiennej dychotomicznej (zero-jedynkowej) do przetaczania migdzy
dwoma modelami zmiennych licznikowych: dwu- i jednowymiarowym, przy
czym model jednowymiarowy jest otrzymywany z dwuwymiarowego przez
odpowiednie warunkowanie. O ile przedstawiony schemat modelowania ma walor
ogolnosci, o tyle wybor konkretnych klas modeli sktadowych moze podlegac
zmianom. Wybierajgc specyfikacje ZIP-CP dla dwuwymiarowej zmiennej licz-
nikowej i logistyczng dla zmiennej dychotomicznej kierowano si¢ prostotg obu,
prowadzaca do prostego modelu tréjwymiarowego, a takze zbadanymi dobrymi
wlasno$ciami modelu ZIP-CP. Zmiana specyfikacji logistycznej na inng,
np. oparta na dystrybuancie skoSnego rozktadu Studenta i wykorzystujaca inter-
akcje migdzy zmiennymi objasniajacymi (tzw. model II rzedu, zob. [Osiewalski
i Marzec 2004a)), nie jest trudna i moze podnie$¢ jako§¢ modelu — choé nie musi
(jest to kwestia empiryczna). Trudne bedzie zastapienie specyfikacji ZIP-CP,
gléwnej czedci modelu przelacznikowego, innym modelem. Uzycie w tym celu
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alternatywnych specyfikacji dla dwoch powigzanych zmiennych licznikowych
bedzie przedmiotem dalszych badan autoréw.

Jesli chodzi o specyficznie bayesowski element zaproponowanego modelu —
rozktad a priori, to jego posta¢ moze oczywiScie podlega¢ zmianom, ale nalezy
zwréci¢ uwage na dwa kluczowe elementy. Separowalno$¢ funkcji wiarygodnoSci
wzgledem parametréw modeli skfadowych moze by¢ w petni wykorzystana tylko
przy niezaleznoSci a priori tych grup parametréw, wiec nie nalezy z niezaleznoSci
rezygnowac. Z kolei szczegdlna postaé rozktadu a priori (normalny o Sredniej
0 i wariancji 1), przyjeta przez nas dla kazdego indywidualnego parametru, nie
ma znaczenia, jeSli liczba obserwacji jest bardzo duza (jak w zaproponowanym
przyktadzie empirycznym). OczywiScie, przy matej liczbie obserwacji warto
dokonac¢ analizy wrazliwoSci wynikéw na rozktad a priori w ramach szerszej klasy
(np. rozktadéw Studenta).

W zaproponowanym modelu bayesowskim mozna tatwo zastosowac test
typu Lindleya, tj. bayesowski odpowiednik testu F badZ chi-kwadrat, by zbada¢
zasadniczg restrykcje identycznoSci parametréw opisujacych w dwdch sytuacjach
te zmienng licznikowa, ktdra jest niezdegenerowana (jest nietrywialnie obserwo-
wana) dla obu wartoSci zmiennej zero-jedynkowej. W dalszych badaniach warto
zastosowaé bayesowskie poréwnywanie mocy wyjasniajgcej konkurencyjnych
modeli poprzez ich prawdopodobiefistwa a posteriori, co wymaga odpowiedniej
metody obliczenia brzegowej gestosci wektora obserwacji w kazdym z modeli.
W przypadku stosowania metod Monte Carlo faficuchéw Markowa (w celu préb-
kowania rozktadu a posteriori co najwyzej kilkudziesigciu parametréw modeli)
wilasciwym narzedziem jest skorygowany estymator Sredniej arytmetycznej, ktéry
zaproponowata A. Pajor [2017].

Poza testowaniem waznej restrykcji, proponowany model tréjwymiarowy
pozwala bada¢ skutki wstepnej selekcji obserwacji, polegajacej na usunigciu tych,
dla ktérych obserwowana jest tylko jedna zmienna licznikowa. W przykfadzie
empirycznym, dotyczacym modelowania liczby ptatnoSci dwoma instrumentami
ptatniczymi (kartg i gotéwka), wykazano, ze samo wnioskowanie o poszczegdl-
nych parametrach nie byto zagrozone ,,btedem selekcji proby”, gdyz odrzucono
restrykcje wiagzaca parametry opisujace liczbe ptatnoSci gotéwkowych w sytu-
acjach posiadania karty ptatniczej i jej braku. Pokazano tez, ze gtebsze wniosko-
wanie o korelacji miedzy liczbami ptatnosci kartg i gotdwka, odrézniajace kore-
lacje warunkowg (wzgledem posiadania karty) od bezwarunkowej, mozliwe jest
dopiero na gruncie modelu petnego (tréjwymiarowego). Empirycznie, oba rodzaje
korelacji okazaty si¢ podobne co do wartosci.
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Bivariate Count Variables — Bayesian Modelling of Sample Selection
(Abstract)

The article presents a joint statistical model of two count variables, one of which
can be degenerated at zero. We consider a modelling framework based on switching
between a bivariate Poisson regression model and a univariate one, where the switching
depends on the observed outcome of the third, dichotomous variable. Bayesian analysis
is advocated; in two special cases of our Bayesian model, important consequences for
inference are stated. In the empirical section we consider joint modelling of the number
of cash and bank card transactions in Poland with the use of data for both cardholders and
non-holders.

Keywords: bivariate Poisson regression models, switching between non-degenerate and
degenerate distributions, likelihood factorisation, bank card and cash payments.
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Stowa kluczowe: model przeptywéw migdzygaleziowych, makroekonomia, gospodarka,
tworzenie i podzial dochodéw.
Klasyfikacja JEL: EO01, E10, E66.

1. Wprowadzenie

Procesy zachodzace w gospodarce cechuje ztozono§¢. Stwarza to potrzebe
wykorzystania w makroekonomicznych ocenach wielu teorii i modeli. Jedng
z takich mozliwoSci sg bilanse pieni¢znych przeptywow miedzygateziowych.
Poprzez analiz¢ strumieni przeptywéw wyrazajacych warto$¢ transakeji pomigdzy
dostawcami i odbiorcami (input-output) model konkretyzuje idee funkcjonowania
gospodarki (mechanizmu rynkowego i budzetowego), jego wewnetrzne powig-
zania, struktury i zaleznoSci oraz efekty decydujace o procesach reprodukc;ji.
Pomimo Ze ten nurt badan nie znalazt si¢ na razie w Polsce w centrum zaintereso-
wania, to moze by¢ uzytecznym instrumentem oceny funkcjonowania gospodarki
w ujeciu zagregowanym w pespektywie wieloletniej [Tomaszewicz 1994]. Jest to
tym bardziej uzasadnione, ze istniejg interesujace przestanki dalszego rozwoju
podejscia input-output w analizach ekonomicznych [Boratyfiski, Przybylifiski
i Swierczewska 2015]. Wykorzystujac zalozenia teorii réwnowagi ogélnej, model
ten umozliwia analiz¢ tworzenia i podziatu wytworzonych efektéw makroeko-
nomicznych oraz oddziatywania proceséw globalnych na gospodarke poprzez
eksport i import. Walorem modelu jest mozliwo$¢ wnioskowania dedukcyjnego,
co pozwala na jego szerokie wykorzystanie, takze w ksztatceniu na studiach
ekonomicznych. Nie bez znaczenia jest rowniez uniwersalno§¢ modelu w przy-
padku badania wspétzaleznoSci zachodzacych w obrebie gospodarek danych
krajow, w tym oceny efektéw zmian aktywnoSci gospodarczej [Bess i Ambargis
2011]. Swiadczy tez o tym analiza cech systeméw gospodarczych niezaleznych
od sposobu regulacji produkcji i jej podziatu [Leontief 1936, Stankiewicz 2007].
Z. drugiej strony trzeba zauwazy¢, ze znaczny zakres agregacji danych wymaga
ostroznoSci w interpretacji tablicy przeplywéw migdzygaleziowych [Lonc 1985].

Celem artykutu jest przedstawienie mozliwosci wykorzystania modelu prze-
ptywéw migdzygateziowych w analizach makroekonomicznych gospodarki oraz
sformufowanie konkluzji co do mozliwosci poszerzenia jego zastosowania w bada-
niach ekonomicznych. W zwiazku z tym przedstawiono rekomendacje dotyczace
modyfikacji dotychczasowego sposobu przedstawiania bilanséw przeptywow
miedzygateziowych, stad zaprezentowane rozwazania majg charakter teoretyczny,
z elementami postulatywnymi.
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2. Model input-output — ujecie retrospektywne i metodyka

Gospodarka danego kraju sktada si¢ z wielu réznych dzialéw' wzajemnie
ze sobg powigzanych. Zwiazki te realizowane sg poprzez transakcje kupna
i sprzedazy dobr oraz ustug, ktére integrujg wszystkie podmioty gospodarcze.
Wymiernym efektem tych transakcji sg strumienie, ktére maja charakter struktu-
rotworczy, a ponadto ich warto$é decyduje o sile zalezno$ci pomiedzy dziatami?.
Istnienie przeptywow produktéw (ustug) miedzy dziatami w gospodarce stwarza
zapotrzebowanie na analiz¢ naktadéw i wynikéw w skali poszczegdlnych dziatow
(grup przedsigbiorstw) oraz catej gospodarki. Teoretyczne podstawy rozwoju
modelu wynikaja z uproszczonej wersji klasycznej teorii réwnowagi ogélnej
nawigzujacej do opisu zaleznoSci gospodarki zaréwno w zakresie tworzenia PKB,
jak i jego struktur. Ponadto model input-output jest na tyle elastycznym instru-
mentem, ze umozliwia ocen¢ funkcjonowania gospodarek w réznych systemach
gospodarczych zgodnie z metodyka liczenia agregatéw makroekonomicznych
zaréwno wedtug MPS (material product system), jak i SNA (system of national
account). W pierwszym przypadku uwzgledniane byty jedynie dziaty produk-
cyjne, a wigc wytwarzajace dobra i ustugi materialne, przy zatozeniu, ze sfera
niematerialna jest redystrybuowana poprzez budzet (spozycie zbiorowe). Z kolei
w przypadku metody SNA uwzgledniana jest petna aktywno$¢ gospodarcza bada-
nych podmiotéw.

Pierwszym, ktéry zauwazyl i wykorzystat sens analizy przeptywow dobr
w gospodarce, byt F. Quesnay, nadworny lekarz Ludwika XV, ktéry w formie
tablicy ekonomicznej przedstawit transfery dobr migdzy trzema dzialami gospo-
darki: rolnictwem (klasa produkcyjna), sferg pozarolnicza (klasa jatlowa) i wtasci-
cielami (wladza Swiecka i duchowna) [Quesnay 1928]. Na tej podstawie okreslit
wspotzaleznoSci sfery wytworczej gospodarki, podziatu wytworzonego produktu
spotecznego oraz sfery dochodowej, odpowiadajac na pytanie, kto i jakiego
rodzaju otrzymuje dochdd.

Kolejnym etapem rozwoju tego podejsScia byty marksowskie schematy repro-
dukeji (1) i (2):

P =c +v, +m, (1)
P,=c,+v,+m,,

¢ = vt m,. @

! Dziat gospodarki rozumiany jest w artykule tak jak w opracowaniach GUS.

2 W tym przypadku nalezy uwzglednic stopien agregacji dziatéw. Przyktadowo, za 2010 r.
GUS w publikowanych danych przeptywdéw migdzygaleziowych dokonat podziatu na 77 dziatéw,
aw 2005 r. bylo to tylko 55 dziatéw. Wzrost liczby dziatéw sprzyja wiekszej szczegétowosci analiz,
ale z drugiej strony moze utrudnia¢ syntetyczne oceny.
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Catkowity produkt globalny P niezbgdny do wyprodukowania danego
produktu réwny jest sumie ¢ (wartoSci zuzytych Srodkéw produkcji) oraz kosztu
sity roboczej V i wartoSci produktu dodatkowego m [Marks 1955]. W celu zacho-
wania réwnowagi przeptywéw pomiedzy dziatem pierwszym (Srodki produkcji)
1 drugim (Srodki konsumpcji) musi by¢ spetniony warunek réwnowagi (2).
Koncepcje teorii réwnowagi ogdlnej, przez przedstawienie powiazanych uktadéw
rownan produkcji w warunkach cen wolnokonkurencyjnych, skonkretyzowat
L. Walras [1926]. Najbardziej przejrzystym modelem zwigzkéw typu dostawca—
odbiorca jest zapis szachownicowy przepltywow rzeczowo-finansowych W. Leon-
tiefa [1963], ktéry przyjmujemy za podstawe dalszych rozwazafi. Jego istota
sprowadza si¢ do zalozenia, ze gospodarka narodowa stanowi agregat zasobéw
1 strumieni sktadajgcych si¢ z kilku sprzezonych ze soba uktadéw, ktére opisano
metodg naktadéw i wynikdw (input-output) w formie tabelarycznej (szachowni-
cowej) — tabela 1.

Tabela 1. Wzorcowy uktad tabelaryczny przeptywéw miedzygaleziowych

j | Produkcja Stadia poSrednie Odbiorcy koficowi

i globalna 1 2 J razem C 1

Xl Wll wlZ : 1j xl Cl Il

2 X, Wi Wi 2 X G, 5

i X, wy Wy, Wy X, C, I,
i+1 Vv Vv, v, Y
i+2 S S, S, e S
Ogétem X X, X, X

Oznaczenia: w;; — warto$¢ przepltywdéw pomigdzy dziatami, V — ptace, S — nadwyzka operacyjna
brutto plus podatki, C — konsumpcja, / — inwestycje.

Zrédto: [Leontief 1963].

Przyjeto zatozenie, ze produkt kazdego dzialu (output) moze stuzy¢ jako
Srodek produkcji (input) w kazdym innym dziale badZ inwestycji lub jako Srodek
konsumpcji. Model Leontiefa zawiera trzy cze¢Sci. Pierwsza przedstawia transakcje
pomiedzy przedsiebiorstwami zgrupowanymi w gatezie. Odzwierciedla wigc
ona popyt poSredni. Druga czg§¢ obrazuje wielko§¢ i strukture popytu przezna-
czonego dla odbiorcow koficowych. Z kolei trzecia przedstawia wielkoS$¢ i struk-
tur¢ dochoddw poszczegdlnych galezi. W dalszym etapie rozwoju tego modelu
P. Samuelson [1951] i R. Solow [1959] dokonali jego rozszerzenia, wykorzystujac
metody optymalizacyjne. Z podejscia tego powstaty takze rdwnania rtéwnowagi prze-
ptywéw miedzygateziowych (3) [Lange 1961]. Lewa strona tego réwnania okre$la,
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co pobiera (zakupuje) i wytwarza dany dziat produkcji, a prawa, co sprzedaje pozo-
statym dziatom (3):
Zwi/,+V/.+S/= wtx, (=12, mj=12,...m), 3
i=1 ) j=1
gdzie:
W= naktady na Srodki produkciji,
V.- naktady na ptace,

S; - warto§¢ dodatkowa (nadwyzka operacyjna brutto + podatki — wedtug
SNA),
x, — produkt (popyt) koncowy danego dziatu.

Wykorzystujac podejScie W. Leontiefa, stworzono wiele modyfikacji modelu
przeptywéw miedzygateziowych. Idea przeptywow miedzygaleziowych ma swoj
wymiar zaréwno teoretyczny, gleboko osadzony w historii my§li ekonomicznej,
jak 1 aplikacyjny, zwigzany z publikowaniem przez urzedy statystyczne stosow-
nych bilanséw. W tym miejscu przedstawimy przyktadowa interpretacje tablicy,
wykorzystywang do objaS$niania wspo6tzaleznosci gospodarczych (tabela 2).
Podejscie to zawiera interpretacje modelu dla jego czterech czedci. Uwage zwraca
wystepowanie w tablicy éwiartki IV, ktéra w praktyce rzadko jest wypetniana3.
W ¢éwiartce I (lewa gérna czg$€ tablicy) zawarto popyt poSredni zglaszany przez
dziaty gospodarki. Zostaty tu zaprezentowane wzajemne transakcje miedzy
dzialami. W wierszach przedstawiony zostat strumiefn popytu poSredniego.
Sa to zakupy produktéw (ustug), ktére stuzg dalszemu przetworzeniu. Kolumny
natomiast interpretujemy jako strukture kosztéw bezosobowych poszczeg6lnych
dziatéw [Czyzewski 2011]. W czeSci I tablicy przedstawiono popyt koficowy:
konsumentéw indywidualnych, budzetu, sektora bankowego, inwestoréw oraz
restytucyjny. Na podstawie zawartych tam danych mozna dokona¢ oceny stru-
mieni odnoszacych si¢ do rozdysponowania produktéw danych dziatéw stuzacych
zaspokojeniu finalnego popytu przez podmioty gospodarcze. Jednoczesnie ta
¢wiartka tablicy moze by¢ tez rozpatrywana przez pryzmat popytu potencjalnego,
tj. aspiracji wyrdznionych podmiotéw. Popyt, do ktérego aspiruja, jest wyzszy
od efektywnego (zrealizowanego). R6znica migdzy tymi kategoriami na gruncie
ekonomii keynesowskiej sprowadza si¢ do istnienia luki popytowej. W gospodarce
rynkowej uwidocznione jest to poprzez wystgpowanie nierdwnowagi podazowe;.

3 W materiatach GUS w Polsce w odniesieniu do przeptywéw publikowane sg tylko trzy cze-
Sci. Wynika to stad, ze na poziomie zagregowanym pomija si¢ cze§¢ czwarta dotyczacg podziatu
dochodéw. Niemniej jednak procesy, ktére zwigzane s3 z tym zjawiskiem, sg istotne dla funkcjo-
nowania gospodarki i dlatego w rozwazaniach w niniejszym artykule podziat dochodéw zostat
uwzgledniony na poziomie teoretycznym [Czyzewski 2011].
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Produkcja, ktéra w uproszczeniu moze by¢ odzwierciedleniem facznego popytu,
do ktérego podmioty aspirujg, nie znajduje realnego (efektywnego) popytu
w warunkach rynkowych. RoSnie wiec presja na konsumenta poprzez dzialania
promocyjne.

Cwiartka III tablicy przeptywéw (lewa dolna cze§é tablicy) pokazuje
dochody i ich strukture, ktére zostaty wytworzone w poszczegdlnych dzia-
fach gospodarki. W wierszach wyréznione s3 poszczegdlne elementy wartoSci
dodanej, m.in. ptace, nadwyzka ekonomiczna. W oddzielnych wierszach zapi-
sano wplyw budzetu pafstwa i bankéw na dochody przedsigbiorstw, poprzez
m.in. dochody z tytutu zmiany iloSci pienigdza emisyjnego i kredytowego oraz
podatki. Na podstawie informacji zawartych w tej ¢wiartce tablicy mozemy
okresli¢ makroekonomiczne efekty dziatalnoSci poszczegdlnych dziatéw, w tym
zwlaszcza w postaci wartosci dodanej. Cz¢s¢ IV tablicy dotyczy wtérnego
podzialu wytworzonych dochodéw, ktére z kolei stuzg realizacji popytu final-
nego*. W tej éwiartce tablicy dochdd zostaje rozdzielony pomiedzy podmioty
wystepujace w gospodarce: konsumentéw indywidualnych, budzet, bank oraz
inwestoréw. Po stronie dochodéw budzetu uwzglednia si¢ gléwnie wptywy
z podatkéw i optat, ale takze z innych tytutéw, np. zyskéw przedsiebiorstw
panstwowych. Z kolei wydatki obejmujg §rodki przeznaczone na konsumpcje
zbiorowa, inwestycje, dotacje i subwencje, a takze ewentualny podziat wptywoéw
z innych tytutéw. W odniesieniu do bankéw zawiera ona informacje o wpty-
wach z racji otwieranych rachunkéw i emisji pienigdza oraz wydatkéw z tytutu
kredytéw obrotowych i inwestycyjnych. Taka konstrukcja tablicy gwarantuje
mozliwo$¢ obserwacji zarowno strony rzeczowej, jak i finansowej przeptywow
[Czyzewski 2011], np. procesy globalizacji oddziatuja na t¢ cz¢s$¢ bilansu prze-
ptywow migdzygaleziowych poprzez presj¢ wywierang na zmniejszenie roli
pafstwa w procesach gospodarczych [Czyzewski i Grzelak 2009].

Warto w tym miejscu podkresli¢, ze model przeptywéw miedzygaleziowych
stosowany wspotczeSnie w praktyce gospodarczej zaktada, iz II i III é¢wiartka
tablicy wystarczg do interpretacji proceséw réwnowagi gospodarczej (tabela 3).
Tym samym przyjmuje si¢, ze produkt krajowy brutto wytworzony (PKB) réwny
jest podzielonemu, tak jakby nie wystepowata nieréwnowaga gospodarcza
(tu podazowa), a popyt efektywny rowny byt potencjalnemu, do ktérego aspiruja
uczestnicy rynku, co jest oczywiScie zatozeniem idealizujacym.

4 W praktyce gospodarczej w Polsce wykorzystywano ja jedynie sporadycznie w celu koor-
dynacji strony finansowej planéw gospodarczych. Ostatnie publikowane dane z tego zakresu
dotyczg bilansu gospodarki polskiej za 1957 r. [Opracowanie Biura Ekonomicznego NBP...
1958].
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3. Zastosowania makroekonomiczne modelu input-output — ujecie
teoretyczne

Istnieje wiele mozliwosci wykorzystania przeptywdéw migdzygateziowych do
oceny funkcjonowania gospodarki. Chodzi tu o identyfikacje zwigzkéw pomigdzy
dziatami w gospodarce zachodzacych poprzez przeptywy migedzygaleziowe, jak
réwniez ich znaczenie w tworzeniu produktu globalnego czy wartoSci dodane;.
Wykorzysta¢ tu mozna n-réwnafi opisujacych réwnowage naktadéw i efektéw (4)
w catej gospodarce:

Xl.— W, =X, @=12,...nj=1,2,....,m), (€]
i=1
gdzie:

X, — produkcja globalna,

w,; — warto$¢ przeptywow pomiedzy dziatami,

x, — produkcja (popyt) finalna w i-tym dziale.

Bilanse przeptywow miedzygateziowych mogg stuzy¢ takze do oceny struk-
tury strumieni produktéw ,,zasilajacych” dany dziat (odpowiednie kolumny
w I czedci tablicy przeptywéw miedzygateziowych). Pozwala to na okre§lenie
zakresu samozaopatrzenia czy wzajemnych powigzafi pomiedzy dziatami
w uktadzie przedmiotowym i dynamicznym (dla uje¢ wieloletnich). Oceniajac
z kolei struktury rozdysponowania produktéw danych dzialéw, a w szczegdl-
noSci elementy popytu koficowego (spozycie, akumulacje), mozna dokona¢ oceny
ich pozycji w gospodarce. W literaturze dotyczacej tego tematu mozna znalezé
wiele przyktadéw takiego rodzaju zastosowaf przeptywéw miedzygateziowych,
szczegdlnie w przypadku gospodarki zywnosciowej [Mrowczynska-Kaminska
2015, Grzelak 2006]. Identyfikacja wzajemnych powigzan jest szczegdlnie
istotna w przypadku programoéw restrukturyzacji okre§lonych dziatéw gospo-
darki. W ujeciu wieloletnim mozna oceni¢ dynamike rozwoju poszczegdlnych
dzialéw, jak tez charakter zmian w zakresie oceny pozycji w procesach gospo-
darczych.

Rozwijajac ten watek, warto zbada¢ strukture naktadéw biezacych, a przez
odwrdcenie tzw. wspolczynnikéw ,,chtonnoSci” okresli¢ efektywno$¢ poszczegdl-
nych rodzajéw naktadéw. Celowi temu stuzg m.in. wspéiczynniki pracochtonnosci
i produktochtonnoSci (materiatochtonnosci), inaczej okreSlane jako wspétczynniki
techniczne produkcji (5):

a =—"L @i=L.2,...mj=12,...,m), )

gdzie: XJ — produkcja globalna.
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Wspotczynniki te mozna zapisa¢ w postaci macierzy (6):

Techniczny wspétczynnik produkcji moze charakteryzowac technologie
procesu produkcyjnego kazdego z dzialéw. Natomiast pod wzgledem interpre-
tacyjnym wskazuje, jaka warto$¢ i-tego produktu danego dziatu jest niezbedna
do wyprodukowania jednostki produkcji globalnej j-tego dzialu. W ten sposéb
model przeptywéw moze stuzyé do krétkookresowego prognozowania przysziej
wartoSci produkcji zaréwno globalnej, jak i finalnej przy zalozeniu niezmiennej
technologii produkcji’. Mechanizm rynkowy wywotuje presje na obnizenie
tych wspétczynnikéw i tym samym relatywne zmniejszenie znaczenia popytu
posredniego w gospodarce. Zwigzane jest to z wprowadzaniem innowacji,
a tym samym postepem technicznym. Rézne jest jednak tempo tych zmian, co
przesadza o przeobrazeniach strukturalnych w gospodarce. Stad wspdtczynniki
materiatochfonnosci stuzy¢ mogg takze oszacowaniu migedzygateziowych dyfuzji
innowacji [Wolff 2011, Swieczewska i Tomaszewicz 2012] czy identyfikacji, ktére
w najwigkszym stopniu wptywaja na wzrost potencjatu innowacyjnego gospodarki
[Swieczewska 2014]. Interesujacy sposéb wykorzystania modelu przeptywéw
miedzygateziowych przedstawit B. Czyzewski [2013]. Na podstawie danych empi-
rycznych dokonat szacunku migdzygaleziowych przeptywéw rent ekonomicznych
w Polsce z rolnictwa do jego otoczenia.

Podobnie jak w przypadku produktochtonnoSci (materiatochtonno$ci) mozna
wyznaczy¢ pracochtonno$¢ poszczegdlnych dziatéw (7):

p=ti (=12...m) )
J X.

gdzie: I

P— pracochfonnosé,

V.- koszty wynagrodzen,

X - produkcja globalna.

OkreSla si¢ w tym przypadku relacje kosztéw wynagrodzef na jednostke
produkcji globalnej danego dzialu. Zmniejszenie tej relacji wskazuje na wzrost
wydajnoSci pracy i tym samym bardziej efektywne wykorzystanie zasobdw pracy.

> W literaturze dotyczgcej tego tematu istnieje wiele przyktadéw takich zastosowan, np. modele
CGE (computable general equilibrium) [Handbook... 2013] czy modele zintegrowane (input-ouput
econometric models).



Wykorzystanie modelu przeptywow miedzygateziowych... 61

Z drugiej jednak strony nalezy mie¢ §wiadomos¢, ze wigzac si¢ to moze ze zwigk-
szeniem bezrobocia i wzrostem obcigzefi socjalnych budzetu pafistwa.

Analiza tablicy przeptywdéw miedzygateziowych pozwala takze na oceng efek-
tywnosci makroekonomicznej poszczeg6lnych dziatéw gospodarki. Rozumiana
moze by¢ ona jako udziat wartoSci dodanej brutto w 3cznej wartosci dodanej
brutto wytworzonej w gospodarce lub w produkcji globalnej danego dziatu (8):

E =—/ G=L.2,...,m), (8)
J
gdzie: !
E - efektywnos§¢ makroekonomiczna dziatu j,
WD. — warto$¢ dodana dziatu j,

X —jprodukcja globalna.

Relacja ta pozwala wstepnie okresli¢ dysparytety rozwojowe w gospodarce
i tym samym dostosowa¢ instrumenty polityki gospodarczej z uwzglgdnieniem
paradygmatu rozwoju zréwnowazonego.

Kolejnym sposobem okreslania efektywnoS$ci moze by¢ ocena relacji popytu
koncowego do warto$ci strumieni zasilajagcych dany dziat (innymi stowy, jest
to wskaznik efektywnoSci powigzan miedzygaleziowych) [Czyzewski i Grzelak
2007] 9):

E, =——, ()

gdzie:
E, - efektywnos¢ powigzan migdzygateziowych,
x, — produkcja (popyt) finalna w i-tym dziale,

W= wartoS$¢ przeptywéw pomiedzy dziatami.

Wskazniki efektywnosci stuzg do okreslenia pozycji konkurencyjnej danego
dziatu wzgledem pozostalych dziatéw. PoSrednio mogg takze wskazywac na
transfer wypracowanych juz efektéw i rent do otoczenia (gtéwnie poprzez
system cen). Okreslaja takze poprawe badZ pogorszenie rozwoju danego dziatu
przez pryzmat kreacji efektéw dochodowych. Ponadto zwigzki te mogg stanowic
podstawe do konturowania symulacji makromodeli. Istnieje wiele opracowan
dotyczacych wykorzystania modelu input-output do oceny efektywnoSci dziatéw,
np. dziatu rolnego [Wo§ 1973, Czyzewski i Smedzik-Ambrozy 2015]. Nalezy
w tym miejscu podkresli¢, ze omawiane wspétczynniki efektywnoSci powigzaf
miedzygateziowych obarczone sg uproszczeniem wynikajacym z techniczno-bi-
lansowego ujecia danych w tablicy przeplywoéw miedzygateziowych. Chodzi tu
o zalozenie jednoczesnej transformacji naktadéw w efekty, tj. brak odroczenia
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w czasie [Czyzewski i Helak 1991]. Nie przekresla to jednak wnioskowania
o zaistniatych tendencjach w tym zakresie.

Powiazanie dziatéw gospodarki z zagranica mozna analizowa¢ przez pryzmat
zmian udziatu eksportu w facznym badz finalnym popycie na produkty (ustugi),
jak réwniez z perspektywy importochtonnosci danego dziatu. Pierwsza z wymie-
nionych mozliwosci pozwala na oceng¢ zmian konkurencyjnoSci zewnetrzne;j.
W przypadku natomiast wspétczynnika importochtonnosci (bezposredniej), defi-
niowanej jako warto$§¢ produktéw zuzytych bezposrednio przez dziat, a pochodza-
cych z importu, oceni¢ mozemy znaczenie ,,zasilefi” przez strumienie produktéw
z importu. Tablica przeptywdédw migdzygateziowych moze by¢ réwniez wykorzy-
stana do oceny dynamiki poszczegdlnych sktadnikéw przy poréwnaniach wielo-
letnich. Chodzi w szczegdlnoSci o te elementy, ktére zwigzane sg ze zmianami
popytu finalnego na produkty danego dziatu, warto$ci dodanej czy strumieni débr
i ustug zasilajacych dany dziat. Istotne znaczenie w tym przypadku ma wycena
poszczegdblnych sktadnikéw, a zwlaszcza zastosowanie wlaSciwych deflatoréow
przy poréwnaniach w cenach statych.

4. Mozliwosci uzupelnienia statystyki bilanséw przeplywow
migdzygaleziowych”

Dotychczasowe doS§wiadczenia zwigzane z wykorzystaniem bilanséw prze-
ptywéw miedzygateziowych do ocen makroekonomicznych pozwalaja na
sformutowanie okre§lonych rekomendacji. Najwazniejszy z postulatow dotyczy
potrzeby wypelnienia IV éwiartki tablicy przeptywoéw. Brak tego istotnie ogra-
nicza mozliwoSci analizy w zakresie podziatu PKB i zwigzanych z tym proceséw
redystrybucji budzetowej, a takze efektywnoSci polityki fiskalnej. Na poziomie
zagregowanych ocen umozliwitoby to pelniejsze okreslenie roli budzetu pafistwa
w procesach rozwojowych gospodarki.

Innym zagadnieniem jest kwestia nieréwnowagi podazowej ocenianej
z perspektywy bilanséw w modelu przeptywéw migdzygaleziowych. Zaréwno
popyt efektywny (zrealizowany), wytworzone dochody, jak i podzielone efekty
teoretycznie powinny by¢ sobie réwne. Wynika to z tozsamoS$ci w rachunku
makroekonomicznym. Strumienie wydatkéw podmiotéw gospodarczych powinny
pokrywac si¢ z facznymi ich dochodami za posrednictwem mechanizmu rynko-
wego. Jak wobec tego wyjasni¢ realnie wystgpujaca nierdwnowage rynkowa, tzn.
podazowa? Gospodarka w tych warunkach nie wykorzystuje zazwyczaj wszyst-
kich swoich mozliwoSci w sensie petnego wykorzystania zdolnoSci produkcyj-

* Opracowano na podstawie [Czyzewski i Grzelak 2012].
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nych. W tym przypadku mozna méwié, uzywajac terminologii keynesowskiej,
o réwnowadze, ale w warunkach niepetnego wykorzystania mocy wytworczych
w gospodarce (luka popytowa). Sytuacja ta przejawia si¢ nadwyzka produkcji
nad popytem, wzrostem poziomu zapasOw czy niewykorzystanymi mocami
wytwdérczymi. W modelu przeptywéw miedzygateziowych mogloby to zostaé
uwidocznione w niezrealizowanych aspiracjach konsumentéw i producentéw
w II ¢wiartce tablicy przeptywéw. Chodzi w szczeg6lnosci o uwzglednienie
zaréwno zapasow, oszczednosSci podmiotéw, jak i szacunku alternatywnej wiel-
kosci popytu potencjalnego ponad poziom naturalnej stopy bezrobocia. Wéwczas
w C¢wiartce IV przedstawiony mdgtby by¢ popyt efektywny, tj. zrealizowany,
natomiast w ¢wiartce II popyt potencjalny, ktéry bylby wyzszy (co do aspiracji
popytowych) od facznej wartoSci ¢wiartki III przedstawiajacej dochody bedace do
dyspozycji podmiotéw gospodarczych. Skutkiem nieréwnowagi s nadwyzkowe
zapasy 1 niewykorzystane zasoby produkcyjne (zwlaszcza pracy) i zwigzane z tym
bezrobocie. Mozna to takze interpretowac jako nienadazanie optaty pracy realnej
w odniesieniu do wzrostu wydajnoSci i (lub) jako nizszg wydajno§¢ podatkowa
podmiotéw gospodarczych, co wiaze si¢ z problem ukrywania dochodéw czy
cenami transferowymi [Czyzewski i Grzelak 2009]. W zwiazku z powyzszym
interesujace bytoby oszacowanie przyblizonej® nieréwnowagi poprzez przedsta-
wienie (alternatywnie) w ¢wiartce II popytu potencjalnego, tj. efektywnego, oraz
niezrealizowanych aspiracji. Ponadto rozwinigcie tego podejScia umozliwitoby
oszacowanie nieréwnowagi podazowej na poziomie poszczegdlnych dziatow.
Stanowitoby to przestanke precyzyjnie zaadresowanej polityki gospodarcze]
w zakresie stosowania nieautomatycznych stabilizatoréw koniunktury. Wypet-
nienie IV ¢wiartki tablicy przeptywéw migdzygateziowych pozwoli takze na
poglebienie interpretacji odnoszacej si¢ do oceny relacji pienigznych w gospo-
darce. Chodzi m.in. o szacunkowe zaprezentowanie (w ¢wiartce 11I) wielkoSci
depozytéw i1 kredytéw (lub nowo otwieranych/udzielanych) dla poszczegdlnych
dzialéw gospodarki i na konkretyzacje skutkéw oddziatywania polityki pieni¢znej,
dziatalnoS§ci bankéw, w tym kreacji pienigdza dla proceséw gospodarczych.
Istnieje takze mozliwo$¢ pelnego wykorzystania modelu input-output do badan
w skali regionalnej. Pozwolg one na odniesienie sytuacji ekonomicznej danego
dzialu w wojewddztwie do sytuacji ogélnokrajowej, co umozliwi identyfikacje
stymulant i destymulant rozwojowych w poszczegélnych regionach czy oceng
ekonomiczng konkretnych przedsiewzigé inwestycyjnych. Zastosowanie modelu
przeptywéw migdzygaleziowych w badaniach regionalnych pozwolitoby na
pelniejsze dopasowanie lokalnej aktywnoSci gospodarczej do istniejacych potrzeb,
uwzgledniajagc zewnetrzne (wzgledem regionu) rynki zbytu. Z reguly jednak

% Przyblizonej w tym sensie, ze nie sposdb jest zaprezentowaé wszystkich aspektéw nieréwno-
wagi podazowej, takich chociazby jak niewykorzystane zasoby produkcyjne.
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urzedy statystyczne nie publikuja tablic input-output w ukladzie regionalnym.
Istnieje jednak mozliwo$¢ samodzielnej dekompozycji danych zawartych w tablicy
przeptywoéw na podstawie programowania matematycznego czy wspoiczynnikéw
lokalizacji w celu stworzenia stosownych macierzy regionalnych. W literaturze
dotyczacej tego zagadnienia jest niewiele przyktadéw takiego kierunku wyko-
rzystania modelu przepltywéw migdzygateziowych [Malaga 1992, Tomaszewicz
i Trebska 2005, Zawalifiska 2009]. Przeptywy regionalne konstruowane sg przez
urzedy statystyczne np. w Finlandii i Hiszpanii. Warto tez nadmienié, ze istnieje
mozliwo$¢ wykorzystania podejScia input-output w modelu CGE (computable
general equilibrium — model réwnowagi ogélnej). F. Perali, L. Pieroni i G. Stan-
dardi [2012], wykorzystujac ten model, badali wptyw zniesienia cet w §wiatowym
handlu produktami rolnymi na gospodarki krajéw Unii Europejskiej (UE-15).
W ten sposéb mozliwe stato si¢ wskazanie krajow (dziatow), ktére relatywnie
skorzystajg lub stracg na liberalizacji handlu.

Wobec narastajacej potrzeby wykorzystania zmiennych Srodowiskowych do
oceny rozwoju gospodarczego pojawity sie tez zmodyfikowane koncepcje tablic
przeptywéw migdzygaleziowych [Duchin i Steenge 2007, Plich 2002]. Chodzi
w tym przypadku o odpowiednie uwzglednienie w macierzach po stronie efektow
(output) emisji dwutlenku wegla i innych gazéw cieplarnianych. W ten spos6b
ocena funkcjonowania badanych podmiotéw staje si¢ petniejsza, gdyz uwzglednia
ujemne efekty zewngtrzne. Modele tego typu z jednej strony wcigz sg wyzwa-
niem, z drugiej jednak sg konieczno$cig w §wietle wspétczesnie obserwowanych
tendencji rozwoju gospodarki §wiatowe;.

Publikowanie petnych bilanséw migdzygateziowych w Polsce co 5 lat i to
z duzym przesunigciem czasowym (ok. 4-letnim) znacznie ogranicza ich prak-
tyczne wykorzystanie, je§li chodzi o biezace monitorowanie zjawisk gospodar-
czych. Uzasadniony jest zatem postulat, aby publikacje te ukazywaty si¢ czesciej
(np. co 3 lata) i szybciej, maksymalnie z 2-letnim opdZnieniem. Wazne jest tez,
by dawaty podstawe do pelnej oceny podziatu wytworzonych dochodéw i byty
komplementarne z ujednoliconymi tablicami publikowanymi przez OECD dla
40 krajow [The World... 2012]. Umozliwiatoby to prowadzenie migdzynarodo-
wych poréwnaf funkcjonowania gospodarek i ich poszczegdlnych dziatow.

5. Podsumowanie

Rozwazania zawarte w artykule skfaniajg do kilku konkluzji:

1. Wykorzystanie w badaniach podejscia input-output stanowi komplemen-
tarny instrument oceny i interpretacji zjawisk gospodarczych, umozliwiajacy
pogtebienie analiz makroekonomicznych. Chodzi tu przede wszystkim o inter-
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pretacje zwigzkow, jak réwniez zdiagnozowanie Zrddet zréznicowanego rozwoju
pomiedzy dziatami w obrgbie gospodarki danego kraju, czy tez zmian pozycji
rynkowej badanych dzialéw gospodarki. Nie bez znaczenia jest takze wykorzy-
stanie modelu w symulacjach jako narzedzia do oceny wptywu polityki gospodar-
czej czy szokéw egzogenicznych (nowe technologie, odkrycia zt6z) na wielkoSci
makroekonomiczne i gateziowe.

2. Ocena funkcjonowania gospodarki z wykorzystaniem modelu przeptywéw
miedzygateziowych w ujeciu dynamicznym pozwala na oceng przeobrazen struk-
turalnych w ramach danej gospodarki. Zrozumienie ich charakteru i tendencji jest
szczegllnie przydatne w kreowaniu polityki gospodarczej pafistwa w zakresie
stosowania nieautomatycznych stabilizatoréw koniunktury.

3. Istnieje potrzeba rozbudowy modelu przeptywéw miedzygateziowych
o czwartg czg§¢ i tym samym publikacji danych dotyczacych podzialu wytwo-
rzonych dochodéw oraz szerszego uwzglednienia w praktyce gospodarczej cech
opisujacych sfere pieniezng. Intersujaca bytaby proba wykorzystania modelu prze-
plywoéw do przedstawienia skali nieréwnowagi podazowej zaréwno pomiedzy
poszczegdlnymi czgSciami tego modelu, tj. dochodu do dyspozycji (I11), popytu
efektywnego, potencjalnego (II) oraz realnego podziatu wytworzonych dochodéw
(IV), jak i w ramach poszczegdlnych dzialéw. Istnieja takze mozliwoSci skon-
struowania regionalnych modeli przeptywéw migdzygateziowych, co datoby
szanse na zwiekszenie skuteczno$ci dziatah w ramach réznych rodzajéw polityki
regionalnej. Wyzwaniem jest réwniez uwzglednienie zmiennych srodowiskowych
w analizach input-output.

4. Mozna s3dzié, ze bgdziemy mie¢ do czynienia z dalszym rozwojem modeli
wykorzystujacych metode input-output w miar¢ doskonalenia aparatu ekonome-
trycznego, budowy bardziej ztozonych modeli prognostycznych z uwzglednieniem
powigzah globalnych, kontekstu Srodowiskowego czy dezagregacji danych do
poziomu regionalnego [Dietzenbacher i in. 2013].
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The Use of an Input-output Model for the Macroeconomic Evaluation
of the Economy
(Abstract)

The objective of the article is to present the possibilities of using an input-output
model in macroeconomic evaluations of the economy taking into account past exper-
ience and suggestions for the future. During the study we found that the input-output
model is a useful tool for evaluating and interpreting economic phenomena. It can be used
primarily to evaluate relationships and to diagnose the sources of diversified development
between branches within a given economy. There is a need to expand the interpretation
of the input-output model by adding a fourth part. This would entail publishing data on
the distribution of generated income. Further, it would be interesting to attempt to use this
model to present supply inequality while taking into account the environmental context of
the macroeconomic analysis.

Keywords: the input-output model, macroeconomics, economy, the creation and distribu-
tion of national income.
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Streszczenie

W artykule przedstawiono propozycje graficznej procedury porzadkowania i grupo-
wania obiektéw opisanych pojedyncza cecha ujeta w formie szeregu przekrojowego,
czasowego lub przekrojowo-czasowego. Metoda ta nawigzuje do klasycznej metody
porzadkowania opracowanej ponad 100 lat temu przez Jana Czekanowskiego. Zaletami
proponowanej procedury sg mala pracochtonno§é¢, intuicyjnos$¢ i mozliwos¢ realizacji za
pomoca arkusza kalkulacyjnego z zastosowaniem kilku elementarnych funkcji. Metode
wykorzystano do analizy taksonomicznej zbioru 28 krajéow Unii Europejskiej opisanych
trzema cechami: stopa bezrobocia, zagrozenie ubdstwem oraz dtugos¢ zycia, odnosza-
cymi si¢ do dwdch lat — 2010 oraz 2015 r.

Stowa kluczowe: taksonometria, porzagdkowanie, grupowanie, delimitacja, szeregi prze-
krojowo-czasowe.
Klasyfikacja JEL: C38.

1. Wprowadzenie

W artykule przedstawiono propozycje procedury delimitacji (porzagdkowania
i grupowania) obiektéw wymagajacej znajomosci kilku podstawowych funkcji
arkuszy kalkulacyjnych oraz niewielkiego naktadu czasu pracy. Jej dodatkowg
zaletg jest intuicyjno$¢ i mozliwo$¢ §ledzenia rezultatéw we wszystkich etapach.

Podstawg analizy jest wektor danych Zrédfowych wyrazonych w tych samych
jednostkach pomiarowych (strumieniowych lub wskaznikowych). Moze to by¢

Tadeusz Grabinski, Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie, Wydziat Finanséw i Prawa, Katedra
Finanséw Przedsigbiorstw, e-mail: tg@uek krakow.pl
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szereg przekrojowy (zbidr obiektow opisanych jedng cecha w jednym okresie), szereg
czasowy (pojedynczy obiekt opisany jedng cechg w kilku okresach) lub szereg prze-
krojowo-czasowy (zbidr obiektéw opisanych jedna cecha w kilku okresach).

Nie jest to wiec metoda stricte z obszaru taksonometrii wielowymiarowej, gdzie
analizie podlega zbiér cech. Tym niemniej podstawg delimitacji w prezentowanej
metodzie moze by¢ takze cecha syntetyczna uzyskana z agregacji kilku cech czast-
kowych metodami wielowymiarowej analizy poréwnawczej. Dlatego tez delimitacja
oparta na wektorze danych réwniez moze mie¢ charakter wielowymiarowy. Innym
sposobem uzyskania wielowymiarowos$ci delimitacji wektorowej jest przeprowa-
dzenie analizy dla kilku cech i poréwnanie uzyskanych wynikow.

2. Charakterystyka danych zZrédiowych

Omawiang metode¢ delimitacji wektorowej wykorzystano do analizy taksono-
metrycznej zbioru 28 krajéw Unii Europejskiej opisanych trzema cechami: stopa
bezrobocia (B), zagrozenie ubdstwem (U) oraz dtugo$¢ zycia (D), odnoszacymi si¢
do dwoch lat (2010 i 2015).

Dane zaczerpnigto z Rocznika statystyki miedzynarodowej 2016 (http://stat.gov.pl/
obszary-tematyczne/roczniki-statystyczne/roczniki-statystyczne/rocznik-statystyki-
miedzynarodowej-2016,10,5.html). W tabeli 1 podano wykaz krajéw podlegajacych
analizie oraz przyjete dla nich skréty wykorzystywane w diagramach.

Tabela 1. Wykaz analizowanych krajéw

N Kraj Skrét| N Kraj Skrét| N Kraj Skrét| N Kraj Skrot

1 Austria AT | 8 Estonia EE | 15| Irlandia IE |22 Polska PL

2 Belgia BE | 9 Grecja EL | 16 | Wtochy IT |23 | Portugalia | PT

3 | Bufgaria | BG | 10 | Hiszpania | ES | 17 Litwa LT |24 | Rumunia | RO

4 Cypr CY | 11 | Finlandia | FI | 18 | Luksem- | LU | 25| Szwecja SE

burg

5 Czechy CZ |12 | Francja FR | 19| Lotwa LV | 26| Stowenia | SI

6 | Niemcy | DE |13 | Chorwacja| HR |20 Malta MT | 27 | Stowacja | SK
Dania DK | 14| Wegry HU | 21 | Holandia | NL |28 | Wielka UK

Brytania

Zrédto: opracowanie wlasne.

Na podstawie tych informacji wyznaczono nastgpujace cechy wynikowe:
1) statyczne wartoSci standaryzowane ustalane odrebnie dla kazdego roku
1 kazdej cechy z wykorzystaniem funkcji Excela procent.pozycja, zgodnie z ktéra
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maksymalnej warto$ci w zbiorze podlegajacym standaryzacji przypisuje si¢ 1
(100%), natomiast wartosci najmniejszej — 0 (0%)'. W przypadku dtugosci zycia
standaryzacji dokonywano wedlug zmienionej formuty [1-procent.pozycjal, dzigki
czemu wszystkie 3 cechy uzyskaly jednakowy status, wyrazajacy si¢ w ujednoli-
conej ocenie ich wielkoSci, zgodnie z regutg: im nizsze sa wartoSci kazdej z tych
cech, tym korzystniej nalezy oceni¢ dany kraj;

2) dynamiczne warto$ci standaryzowane wyznaczane wedtug analogicznych
zasad jak wartoSci statyczne, z tg r6znica, ze standaryzacji nie dokonuje si¢
odrebnie dla kazdego roku, lecz dla potaczonych wartosci danej cechy z lat 2010
1 2015. Oznacza to, ze wartoSci kraficowe (0—1) przypisywane sg krajom z najbar-
dziej 1 najmniej korzystng warto$cig danej cechy sposrdd jej wartoSci z tych lat;

3) wartoSci zagregowane zdefiniowane jako Srednie arytmetyczne z wartoSci
standaryzowanych z obydwu lat w ujeciu statycznym [%B], [%U], [%D] oraz dyna-
micznym [%%B], [%%U], [%%D];

4) statyczne wskazniki syntetyczne jako Srednie arytmetyczne ze statycznych
wartoSci standaryzowanych dla wszystkich cech B-U-D w trzech wariantach:
[%X10] — dla 2010 r., [%X15] — dla 2015 r. oraz [%X] — dla obydwu lat;

5) dynamiczne wskaZniki syntetyczne jako Srednie arytmetyczne z dynamicz-
nych warto$ci standaryzowanych dla wszystkich cech B-U-D, takze w trzech
wariantach: [%%X10] — dla 2010 r., [%%X15] — dla 2015 r. oraz [%%X] — dla
obydwu lat.

Tabela 2. Podstawowe parametry opisowe zmiennych wyjsciowych

Parametr Stopa bezrobocia Zﬁ)%f::;: Dtugos¢ zycia
BI10 | BI5 B ulo | U15 U DIO | D15 D
Min 44 49 52 | 144 | 140 | 142 | 70,7 | 745 | 727
Q1 6,3 6.8 6,6 | 18,8 | 184 | 18,6 | 751 | 77,7 | 76,3
Q2 7,7 89 88 | 225|235 | 232 | 796 | 81,3 | 80,5
Q3 10,1 | 11,5 | 11,2 | 27,7 | 288 | 279 | 80,0 | 81,9 | 81,0
Max 164 | 26,3 | 203 | 49,2 | 41,3 | 453 | 81,6 | 833 | 824
Srednie arytmetyczne 8,5 104 9,5 246 | 243 | 244 | 777 | 799 | 78,8
Odchylenia standardowe | 3,05 | 5,22 | 3,67 | 835 | 6,96 | 7,50 | 3,36 | 291 | 3,11
V1 = odch./§red. (w %) 36 50 39 34 29 31 4 4 4
V2 = (Q3-Q1/Q2 (w %) 49 53 53 40 44 40 6 5 6

Zrédto: opracowanie wlasne.

! W nowszych wersjach programu Excel (2013, 2016) zamiast funkcji procent.pozycja nalezy
skorzystac z funkcji proc.poz.przedz.otw lub proc.poz.przedz.zamk.
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Liczbe zmiennych mozna jeszcze powigkszy¢, np. definiujac zmienne synte-
tyczne o zréznicowanych wagach lub siggajac po inne metody standaryzacji badz
poszerzajac liczbe lat. W tabeli 2 przytoczono podstawowe parametry opisowe
wyjSciowych zmiennych (kwartyle, Srednie arytmetyczne, odchylenia standar-
dowe, wspdiczynniki zmiennoSci). Warto tu zwréci¢ uwage na niewielkie (4—6%)
zréznicowanie krajow pod wzgledem dtugoS$ci zycia w odréznieniu od pozo-
statych dwéch zmiennych, dla ktérych wspéiczynniki zmiennoSci zawieraja si¢
w przedziale 30-50%.

3. Algorytm delimitacji wektorowe;j

Proponowana procedura delimitacji nawigzuje do najstarszej, liczacej ponad 100
lat, taksonometrycznej metody Czekanowskiego (por. [Czekanowski 1913, Piasecki
1971]). Wsp6lng cecha obydwu metod jest wykorzystanie diagraficznej macierzy
odlegtosci, na podstawie ktérej mozna ustali¢, czy istniejg grupy podobnych
obiektéw, a jezeli tak, to czy mozliwa jest identyfikacja tych grup. Prezentowana
metoda rézni si¢ od metody Czekanowskiego procedura porzadkowania macierzy
odlegtoSci. Zamiast dokonywaé sekwencyjnych przestawien wierszy i kolumn
macierzy odlegtosci, szukajac optymalnej wartoSci funkcji kryterium okreslajace;j
stopiefi uporzgdkowania warto$ci w macierzy?, przyjmuje sie, ze porzadek wierszy
i kolumn w macierzy odlegto$ci wynika z wybranej zmiennej delimitacyjne;.

Grupy obiektéw ustala si¢, zaokraglajac warto$ci zmiennej delimitacyjnej do
coraz to wigkszych wartosci. Drugim mozliwym rozwigzaniem jest zaokraglanie
elementéw macierzy odlegtoSci wyznaczonej na podstawie zmiennej delimita-
cyjnej. W utworzonej aplikacji przewidziano wykorzystanie obydwu mozliwoSci
zaokraglen, zaréwno wyjSciowych warto$ci zmiennej delimitacyjnej, jak i wyzna-
czonych na jej podstawie elementéw macierzy odlegtoSci.

Ponizej przedstawiono kolejne kroki w proponowanej metodzie.

1. Punktem wyjScia analizy jest wektor wartoSci dowolnej zmiennej delimi-
tacyjnej. Moze to by¢ w szczegdlnoSci zmienna syntetyczna reprezentujaca zbior
innych zmiennych. Moze to by¢ zmienna w postaci szeregu czasowego. W tym
przypadku uzyskuje si¢ delimitacje okreséw, co okreslane jest jako periodyzacja.
Wyjéciowa zmienna nie moze mieé zerowej wariancji. Ponadto powinna by¢
wyrazona w jednostkach pozwalajacych na wykonywanie podstawowych operacji
algebraicznych, np. wyznaczanie réznic lub ilorazéw wartosci.

2. Warto$ci zmiennej delimitacyjnej standaryzuje si¢ za pomocg formuty
oddajgcej relacje strukturalne wartoS$ci oryginalnych. Zaktadajac, ze obliczenia
wykonywane sg w arkuszu kalkulacyjnym, proponuje si¢ w tym celu wykorzy-

2 Przyktady takich algorytméw mozna znalez¢ w pracach: [Koztowski 1972, Sottysiak 1977a, b].
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sta¢ funkcje procent.pozycja, a w nowszych wersjach Excela funkcje proc.poz.
przedz.zamk.

3. WartoSci standaryzowanej zmiennej delimitacyjnej porzadkuje si¢ w kolej-
noSci rosnacej lub malejacej. Wystepuje tu problem identycznych wartosci
zmiennej, ktérych pojawianie si¢ nie pozwala wykonac¢ niektdrych operacji nume-
rycznych przeprowadzanych w proponowanej metodzie. Dlatego tez dokonuje si¢
modyfikacji wszystkich wartoSci zmiennej zgodnie ze wzorem:

x; =x,+ x, - los()/1000) i=12,...,n), 1

gdzie los() to generator liczb losowych z przedziatu (0, 1). Dzigki tej operacji
w zbiorze wartos$ci zmiennej delimitacyjnej nie ma identycznych realizacji.

4. Generuje si¢ kwadratowg macierz odlegto$ci o wymiarach nxn, w ktérej
umieszcza si¢ moduty réznic pomiedzy wszystkimi warto§ciami uporzadkowa-
nego wektora realizacji zmiennej delimitacyjnej:

dij=|x;—x;l @G,j=1,...,n). (@)

5. Elementy macierzy modutéw réznic formatuje si¢ za pomocg funkcji
Excela, zastgpujac wartoSci (2) symbolami graficznymi identyfikujacymi rzad
ich wielkoSci (formatowane warunkowe). W wyniku tej operacji na gléwnej prze-
katnej macierzy odlegtoSci pojawiaja sie¢ symbole graficzne przypisane najniz-
szym wartoSciom réznic (na gtéwnej przekatnej beda to wartoSci zerowe). Im
bardziej oddalone od gtéwnej przekatnej sa komérki macierzy (2), tym wieksze
sg tam wartoSci, co jest uwidocznione za pomocg ikon graficznych w r6znych
kolorach lub ksztattach.

6. Grupy podobnych obiektéw tworza kwadraty sktadajace si¢ z ikon przypi-
sanych najmniejszym warto$ciom modutéw réznic. Jezeli wynikowa macierz nie
pozwala zidentyfikowaé wyraznych ugrupowan (kwadratéow identycznych ikon),
to przeprowadza si¢ procedure stopniowego zaokraglania wartoSci zmiennej deli-
mitacyjnej (1). Do tego celu stuzg funkcje arkusza kalkulacyjnego Excel: zaokr.w.
gore, zaokr.w.dot.

7. W analizach wykorzystano funkcje zaokr.w.dot z parametrem przyjmujacym
kolejno wartosci: 0,1%, 1%, 2%, 3%, 4% itd. Pierwszy parametr [0,1%)] generuje
macierz podobiefistwa na podstawie oryginalnych wartoSci zmiennej delimi-
tacyjnej zaokraglonych do 1 promila. Drugi parametr [1%] zaokragla wartoSci
zmiennej do 1%, kolejny parametr [2%)] — do wielokrotnoSci 2% itd. Na przy-
ktad przy zastosowaniu funkcji zaokr.w.dot z parametrem [2%)] wektor wartoSci
[0,13; 0,14; 0,17; 0,20] przyjmuje posta¢ [0,12; 0,14; 0,16; 0,20], natomiast z para-
metrem [3%)] wektor wynikowy ma sktadowe [0,12; 0,12; 0,15; 0,18].

8. Drugim narze¢dziem poszukiwania roztacznych ugrupowan obiektow jest
zaokraglanie elementdw macierzy odlegtoSci (2) za pomoca tej samej funkcji
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zaokr.w.dot. W praktyce dobrze jest rozpocza¢ analiz¢ od wartoSci oryginalnych,
przyjmujgc obydwa parametry zaokraglen (dla warto$ci zmiennej delimitacyjne;j
oraz dla elementéw macierzy odlegtoSci) na poziomie 0,1%. Nastepnie nalezy
stopniowo zmienia¢ ten parametr od 1% do 5-7%, najpierw dla elementéw
macierzy odlegloSci, a nastgpnie dla zmiennej delimitacyjne;.

9. Wprowadzanie do arkusza kolejnych parametréow okreslajacych rzad zaokra-
glefi generuje macierze o innej konfiguracji ikon. Wybér finalnej konfiguracji,
a tym samym rezultat delimitacji proponuje si¢ ustalaé z zastosowaniem nastepu-
jacej procedury:

— na podstawie uporzadkowanych rosngco zaokraglonych warto$ci zmiennej
delimitacyjnej wyznacza si¢ cigg réznic pomiedzy sasiednimi jej warto§ciami:

g=x-x,_ @=2,3,..,n. 3)

W odrgbnej kolumnie zapisuje si¢ niezerowe wartoSci roznic g,, eliminujgc ich
wartosci zerowe;

— ustala si¢ minimalng wielko$¢ r6znic g, (po wyeliminowaniu wartosci zero-
wych), a nastgpnie w kolejnej kolumnie zapisuje wartoSci tych réznic wigksze od
minimalnej;

— operacje z poprzedniego punktu powtarza si¢ az do momentu, w ktérym
wszystkie réznice g, zostang wyeliminowane;

— wiersze, w ktérych pojawi si¢ najwigcej wartosci réznic, wyznaczajg delimitacje
zbioru obiektdw. Sg to miejsca, w ktdrych obserwuje si¢ najwigksze réznice pomigdzy
sasiednimi elementami uporzagdkowanych wartoSci zmiennej delimitacyjne;.

10. Druga metoda ustalania liczby ugrupowan opiera si¢ na sumach komorek
zawierajgcych wartosci zaliczone do kategorii wskazujgcej na maksymalne
podobienstwo obiektéw, wyznaczonych dla kazdego wiersza. Miejsca podziatu
obiektéw na grupy sg zlokalizowane w wierszach, w ktérych liczba maksymal-
nych podobiefistw jest najmniejsza. Podobnie jak w poprzedniej metodzie mozna
tu sekwencyjnie eliminowaé maksymalne liczby maksymalnych podobienstw,
dochodzac do momentu, w ktérym pozostang tylko wielkoSci minimalne.

4. Wyniki delimitacji krajow Europy

Przedstawiong procedur¢ delimitacji wykorzystano do grupowania krajow
Europy, wykorzystujac omdéwione dane Zrédtowe. Wyniki analizy zebrano w tabe-
lach 3-10, zawierajacych diagramy dla:

— wyjSciowych wartoSci zmiennej delimitacyjnej bez zaokraglen, ze standary-
zacjg dynamiczng (tabela 3) oraz statyczng (tabela 4),

— zaokraglonych warto$ci zmiennej delimitacyjnej na poziomie 5%, ze standa-
ryzacja dynamiczng (tabela 5) oraz statyczng (tabela 6),
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— zaokraglonych warto$ci zmiennej delimitacyjnej na poziomie 20%, ze stan-
daryzacja dynamiczng (tabela 7) oraz statyczng (tabela 8),

— zaokraglonych warto§ci zmiennej delimitacyjnej na poziomie 30%, ze stan-
daryzacja dynamiczng (tabela 9) oraz statyczng (tabela 10).

W kazdym diagramie pogrubionymi krawedziami oznaczono grupy krajow
o podobnych wartoSciach zmiennej delimitacyjnej. Podzial krajéw na grupy prze-
prowadzany jest tak, aby w kwadratach wzdtuz gtéwnej przekatnej znajdowato
si¢ jak najwigcej komorek z identyfikatorami wskazujagcymi na maksymalne
podobiefistwo krajéw. Elementom macierzy odlegtosci przypisano rézne kolory.
Warto$ciom miernikéw wskazujacych na najmniejszy poziom podobiefistw klasy-
fikowanych obiektéw przyporzadkowany jest kolor zielony, kolor pomaraficzowy
wskazuje na przecigtny poziom podobiefnstwa obiektéw, a kolor czerwony na
poziom wysoki. Mierniki odlegtoSci pomigdzy obiektami o najwigkszym stopniu
podobiefistwa oznaczone sg kolorem czarnym. Z definicji sg to elementy gtéwnej
przekatnej macierzy odlegloSci wskazujace na podobiefistwo obiektu do samego
siebie. Konfiguracja geometryczna elementéw macierzy oznaczonych czarnym
kolorem wskazuje na stopiefi separowalnoS§ci analizowanego zbioru obiektéw.
Konfiguracje w formie duzych kwadratow pozwalaja podzieli¢ zbiér obiektow
na odpowiednig liczbe¢ roztacznych, wyraznie separowalnych grup. Natomiast
konfiguracja w postaci wstegi wzdtuz gtéwnej przekatnej macierzy odlegtoSci
oznacza sytuacj¢, w ktorej trudno jest wydzieli¢ grupy obiektéw podobnych do
siebie i jednocze$nie niepodobnych do obiektéw zaliczonych do innych grup.

Przy ustalaniu grup krajéw pomocne sg zamieszczone po prawej stronie
diagramow:

— maksymalne wartoSci réznic zmiennej delimitacyjnej,

— liczby komérek zawierajgcych identyfikatory maksymalnego podobiefistwa.

Ponadto dla celow poréwnawczych dokonano delimitacji krajow Europy
klasyczng metoda Czekanowskiego. Wykorzystano w tym celu program do
grupowania danych MaCzek, wersja 3.3.44, udostepniony na stronie http:/www.
antropologia.uw.edu.pl/MaCzek. Podstawg analizy w tym przypadku byly wektory
zawierajace statyczne (%X) oraz dynamiczne (%%X) wskazniki syntetyczne
wyznaczone na podstawie danych z obydwu lat. Wyniki delimitacji zebrano
w tabelach 11 i 12. Znajdujg si¢ tu macierze Czekanowskiego dla danych:

— nieuporzadkowanych (wedtug alfabetycznej kolejnosci krajow) — tabela 11,
cecha [%%X],

— uporzadkowanych za pomocg algorytmu uproszczonego — tabela 11, cecha
[%0%X],

— uporzadkowanych za pomocg algorytmu genetycznego — tabela 12, cecha [%X],

— uporzadkowanych za pomocg algorytmu UMCzek — tabela 12, cecha [%X].
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Tabela 5. Delimitacja krajéw Europy na podstawie zmiennej %%X

z zaokragleniami do 5%
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Tabela 6. Delimitacja krajéw Europy na podstawie zmiennej %X

z zaokragleniami do 5%
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Tabela 7. Delimitacja krajéw Europy na podstawie zmiennej %%X

z zaokragleniami do 20%
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Tabela 8. Delimitacja krajow Europy na podstawie zmiennej %X
z zaokragleniami do 20%
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Jak mozna zauwazy¢, w obydwu wariantach wyniki grupowania sg bardzo
zblizone, pomimo réznego uporzadkowania krajéw. Grupg krajow o najkorzyst-
niejszych warto$ciach zmiennych B-U-D tworza: Holandia, Austria, Luksemburg,
Szwecja i Czechy. Druga grupa krajéw o nieco mniej korzystnych wartoSciach
zmiennych diagnostycznych obejmuje 8 krajéow: Francje, Niemcy, Wielkg Brytanig,
Danig, Finlandig, Belgie, Maltg i Stowenig. W trzeciej grupie, obejmujacej 7 krajow:
Wiochy, Irlandia, Hiszpania, Portugalia, Polska, Estonia, Cypr — zmienne diagno-
styczne ksztaltujg si¢ na poziomie ponizej przecigtnego. W ostatniej grupie znaj-
duja si¢ kraje o najmniej korzystnych wartoSciach zmiennych. W odréznieniu od
poprzednich grup, kolejnos¢ krajéw w tej grupie jest identyczna dla obydwu zmien-
nych: Stowacja, Grecja, Rumunia, Wegry, Chorwacja, Bulgaria, Litwa i Lotwa.

Wyniki grupowania krajéw metoda uproszczong zebrano w tabeli 13, w ktorej
takze zamieszczono wyniki uzyskane klasyczng metoda Czekanowskiego (ostatnie
dwie kolumny). Kolejne segmenty tej tabeli zawieraja wyniki otrzymane w uprosz-
czonej metodzie delimitacji dla zmieniajgcego si¢ poziomu zaokraglen zmiennej
delimitacyjnej poczawszy od 30%, gdzie wartoSci zmiennej zostaly zaokraglone
do [0; 0,3; 0,6; 0,9]. Nastepne poziomy zaokraglen to 20% z wartoSciami [0; 0,2;
0.4; 0,6; 0,8] oraz 5% (wartosci od 0,10 do 0,90 z odstepem co 0,05). W ostatnim
segmencie tej tabeli przytoczono wyniki grupowania na podstawie oryginalnych
(niezaokraglonych) wartoSci zmiennej diagnostycznej. Wyrdznione grupy krajow
o podobnych warto$ciach zmiennej syntetycznej oznaczono w tabeli r6znymi kolo-
rami. Kolorem zielonym oznaczono najmniejsze warto$ci zmiennej syntetycznej,
natomiast kolorem czerwonym — warto$ci najwicksze. Elementy macierzy zawiera-
jace posrednie warto$ci zmiennej syntetycznej oznaczono pozostatymi kolorami —
od z6ttego do niebieskiego. W poszczegdlnych segmentach tabeli wynikowa liczba
grup krajow podobnych (a tym samym i koloréw) jest r6zna — od 3 grup w pierw-
szym segmencie (30-procentowy poziom zaokraglen) do 6 grup w segmencie
zawierajagcym wyniki analizy bez zaokraglefi zmiennej diagnostyczne;.

Analizujac uzyskane wyniki, nalezy zwréci¢ uwage na wysoka zgodnos$é
delimitacji w wariantach opartych na zmiennych standaryzowanych dynamicznie
(%%X) i statycznie (%X). Podobnie jak w przypadku klasycznej metody Czeka-
nowskiego w delimitacji opartej na danych wyjSciowych (bez zaokraglefl) kolej-
no$¢ krajéw w obydwu wariantach (standaryzacja statyczna i dynamiczna) nie jest
identyczna, ale w ramach grup o zblizonych wartoSciach zmiennej syntetycznej
uzyskuje si¢ pelng zgodno$¢ przypisanych do nich krajow.

W przypadku delimitacji opartej na danych zaokraglonych (do 5%, 20% i 30%)
obserwuje si¢ kilka rozbieznych przyporzadkowa. Dotyczy to:

— Finlandii w wariancie z danymi zaokraglonymi do 5%,

— Stowenii, Wielkiej Brytanii 1 Hiszpanii w wariancie z danymi zaokraglo-
nymi do 20%,

— Danii, Malty i Lotwy w wariancie z danymi zaokraglonymi do 30%.
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Tabela 14. Zgodno$¢ uporzadkowan krajow wynikajacych ze zmiennych syntetycznych
%X oraz %%X

. Miejsce krajéyv wedlug réznych Moduty réznic micjsc
Kraj zmiennych
Ul U2 U3 U4 U5 U6 u7 U8 U9
NL 1 1 1 1
AT 2 2 2 2
SE 3 4 3 4 1 1 1
LU 4 3 4 3 1 1 1
(074 5 5 5 5
MT 6 8 6 7 2 2 1 1
FR 7 9 7 10 3 2 3 1
DE 8 7 8 8 1 1 1
DK 9 6 9 6 3 3 3
FI 10 10 10 9 1 1 1
UK 11 12 11 12 1 1 1
SI 12 11 13 11 2 2 1
BE 13 13 12 13 1 1 1
IT 14 14 14 14
CY 15 15 15 15
ES 16 17 16 17 1 1 1
IE 17 16 17 16 1 1 1
PL 18 19 18 20 2 1 2 1
EE 19 20 19 19 1 1 1
SK 20 21 21 21 1 1 1
PT 21 18 20 18 3 3 2 1
EL 22 22 22 22
HU 23 24 24 24 1 1 1
RO 24 23 23 23 1 1
HR 25 25 25 25
BG 26 26 26 26
LT 27 27 27 27
LV 28 28 28 28
Liczba krajéw: us U6 u7 Us U9
zajmujacych identyczne miejsca 10 12 15 22 22
réznigcych si¢ zajmowanymi miejscami 18 16 13 6 6
Liczba krajéw rézniacych sig:
1 miejscem 12 12 8 6 6
2 miejscami 3 2 3
3 miejscami 3 2 2
Suma modutéw réznic miejsc 27 22 20 6 6

Oznaczenia parametrow:
Ul — %X; U2 — %%X; U3 — CZ%X; U4 — CZ%%X; U5 — max(U1:U4) — min(U1:U4);
U6 — modut (Ul — U2); U7 — modut (U3 — U4); U8 — modut (Ul — U3); U9 — modut (U2 — U4).

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Identyfikatory nazw krajow o rozbieznych przyporzadkowaniach oznaczono
w tabeli 13 pogrubiong czcionka.

Nieco inaczej jest, jezeli chodzi o zgodno$¢ grup krajéw w przekroju wariantow
analizy réznigcych si¢ stopniem zaokraglenia danych. W tym przypadku pomimo
generalnej zgodnoSci uporzadkowan krajéw (por. tabela 14) uzyskuje si¢ rézne
konfiguracje i r6zne liczby grup krajéw. W wariancie zaokraglen 30% otrzymano
3 ugrupowania, w wariancie z danymi zaokraglonymi do 20% — 5 grup, natomiast
w pozostalych dwéch wariantach (zaokraglenia 5% oraz bez zaokraglefi) pojawia
sie podziat na 6 grup. Z klasycznej metody Czekanowskiego wynika jeszcze inna
konfiguracja z 4 grupami.

Z informacji podanych w tabeli 14 wynika, Ze najwigksza zgodno§¢
uporzagdkowan ma miejsce w przypadku kolejnosSci wynikajacej z klasycznej
metody Czekanowskiego oraz zmiennych %X i %%X (dwie ostatnie kolumny
tej tabeli). Jak mozna zauwazy¢, dla 22 krajow ich kolejno$¢ w tych metodach
delimitacji si¢ pokrywa. Nieco wigksze rozbieznoSci wystapity w uporzadkowa-
niach krajéw wedltug zmiennych standaryzowanych (statycznie i dynamicznie).
Liczba krajéw o zgodnych pozycjach spada tu z 22 do 12—15. Zmiany w uporzad-
kowaniach mialy miejsce m.in. dla Francji, Danii, Portugalii, Malty, Stowenii
i Polski.

Ogodlnie biorac, réznice te sg niewielkie, a ponadto w trakcie grupowania
wigkszo§¢ z nich zanika, gdyz do danej grupy sg zaliczane kraje o zblizonych
pozycjach wynikajacych ze zmiennych delimitacyjnych.

5. Wnioski

Wyniki zastosowania uproszczonej metody delimitacji wskazujg na wysokie
podobienstwo ugrupowai krajow w przekroju cech standaryzowanych dyna-
micznie i statycznie. W dalszych badaniach warto podjaé prébe ustalenia, czy jest
to zwigzane z matymi zmianami cech w analizowanych latach, czy tez decyduje
o tym algorytm standaryzacji.

Uzyskiwanie réznych wynikéw grupowania w zaleznoSci od stopnia zaokra-
glenia danych wyjSciowych moze Swiadczy¢ o przydatnoSci tego narzedzia
w analizach. Jezeli rezultaty analizy s identyczne, to stosowanie tej operacji jest
bezzasadne.

Operacja zaokraglania danych w analizach danych wiaSciwie nie jest stosowana.
Jak sie wydaje, w niektérych sytuacjach moze si¢ ona okazaé przydatna. Pozwala
przygladna¢ sie duzym zbiorom liczb z pewnym (stopniowanym) dystansem, fatwiej
jest wowcezas dostrzec istniejace w nich regularnosci. Inaczej méwiac, zaokraglanie
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liczb to narz¢dzie numerycznej indukcji umozliwiajgce analizy danych od szcze-
g6tu do ogétu.

Do zalet uproszczonych metod delimitacji nalezy tez zaliczy¢ ich prostote,
intuicyjno$¢, mozliwos¢ §ledzenia efektéw analizy w kazdym jej etapie, a takze
brak ograniczen zwigzanych z narzedziami analitycznymi.

Prezentowana metoda delimitacji opiera si¢ na pojedynczych zmiennych, co
moze by¢ uznane za jej wade. Tym niemniej jezeli analizowana cecha jest zmienng
agregatowa, to mozna przyjaé, ze pozwala ona takze analizowac struktury wielo-
wymiarowe.

Istotnym problemem jest kwestia wykorzystania w analizach danych wyrazo-
nych w réznych skalach pomiarowych, a zwlaszcza zasadnoSci wykonywania na
zmiennych w skalach stabszych: porzadkowej (rangi) lub nominalnej (kategorie)
operacji i przeksztatcen stosowanych w przypadku zmiennych w skalach silnych
(ilorazowa lub przedzialowa). Warto podja¢ badania majace na celu ustalenie, jak
dalece zmieniaja si¢ wyniki analiz (np. parametry wspétzaleznoSci) w przypadku
zastgpienia zmiennych w skalach silnych zmiennymi w skalach stabszych.
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The Simplified Method of Vector Delimitation
(Abstract)

The paper presents a graphical procedure for sorting and grouping objects described
by a single variable taken in the form of cross-sectional, time series or panel data.
This method draws on the classical taxonometric method developed over 100 years ago
by Jan Czekanowski. The advantages of simplified vector delimitation are that it is not
labour intensive but is intuitive and can be handled with simple spreadsheet functions.
The method was used for the taxonomic analysis of a set of 28 EU countries described by
three characteristics: the unemployment rate, poverty risk and life expectancy for the two
years 2010 and 2015.

Keywords: taxonomy, clustering, grouping, delimitation, cross-time data.
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Karty kontrolne sum
skumulowanych z mozliwoScia
akceptacji procesu. Przeglad
podstawowych narzedzi

Streszczenie

Celem artykutu jest przeglad oraz analiza podstawowych kart kontrolnych sum
skumulowanych, umozliwiajacych akceptacje lub dyskwalifikacje badanego procesu
produkcyjnego. W literaturze przedmiotu mozna spotka¢ dwa rodzaje kart kontrolnych
umozliwiajacych akceptacje procesu — karty kontrolne Shewharta oraz karty kontrolne
sum skumulowanych. Obydwie moga by¢ wykorzystywane przez menedzeréw jakoSci
lub menedzeréw finansowych w trakcie monitorowania lub audytu procesu. W artykule
oméwiono wybrane procedury kontrolne oraz przedstawiono przyktady zastosowania
opisanych rozwigzan.

Stowa kluczowe: statystyczna kontrola jakoSci, statystyczne sterowanie procesami, karty
kontrolne akceptacji, karty kontrolne sum skumulowanych.
Klasyfikacja JEL: C12, C19, C44, L15.

1. Wprowadzenie

W gospodarce wolnorynkowej bardzo wazna jest mozliwo$¢ monitorowania pro-
ceséw ekonomicznych z punktu widzenia poziomu ich stabilnosci. W XX w. w dobie

Michat Major, Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie, Wydzial Zarzadzania, Katedra Statystyki,
ul. Rakowicka 27, 31-510 Krakdéw, e-mail: majorm@uek.krakow.pl
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dynamicznie rozwijajacego si¢ przemystu i produkcji seryjnej podstawowym zada-
niem byta mozliwo$¢ niezwlocznej identyfikacji momentu rozregulowania procesu
produkcyjnego. Niezwykle pomocne w tym zakresie byty stworzone w 1924 r.
przez Waltera Shewharta (1891-1967) karty kontrolne. Umozliwily one tatwa
i szybka identyfikacj¢ momentu rozregulowania procesu i podjgcie koniecznej
regulacji agregatu produkcyjnego. Procedury kontrolne zaproponowane przez
W. Shewharta opieraty si¢ na klasycznej teorii weryfikacji hipotez statystycznych!.
Podobng rol¢ odegraty réwniez karty kontrolne sum skumulowanych, oparte na
sekwencyjnej weryfikacji hipotez statystycznych, ktérej podstawy sformutowane
zostaly w pracach Abrahama Walda (1902—-1950). Rozwdj technik sum skumu-
lowanych zawdzigczamy E.S. Page’owi z Uniwersytetu Cambridge, autorowi
artykutu opublikowanego w czasopi$mie ,,Biomertika” w 1954 r. (zob. [Page
1954, s. 100—115]). Publikacja ta ukazala si¢ 9 lat po publikacji A. Walda [1945,
s. 117-186]. Podejscie prezentowane przez A. Walda, a nast¢gpnie E.S. Page’a
stato w opozycji do klasycznego podejScia do weryfikacji hipotez J. Neymana
1 E. Pearsona [Neyman i Pearson 1933, s. 289-337]. Wspdlna cechg kart kontrol-
nych Shewharta i kart kontrolnych sum skumulowanych — w ich pierwotnej postaci
— jest to, ze umozliwiajg jedynie rejestracje sygnatéw Swiadczacych o destabili-
zacji (rozregulowaniu) procesu. Nie pozwalajg natomiast na akceptacj¢ badanego
procesu, czy inaczej, stwierdzenie, ze jest on uregulowany. Wigze si¢ to z tym,
ze procedury te w pierwotnej formie zaktadaty tylko ryzyko zbednej regulacji
procesu (o) — okre§lane w statystyce prawdopodobiefistwem btedu pierwszego
rodzaju. Pomijane lub tez zerowane jest ryzyko biedu drugiego rodzaju (f3).
Efektem tego jest mozliwo$¢ stwierdzenia rozregulowania procesu lub ogloszenia
braku podstaw do odrzucenia hipotezy o jego uregulowaniu. Obecnie wazna staje
si¢ nie tylko tolerancja przebiegu procesu, ale rowniez mozliwos¢ jego akceptaciji.
Stad tez powstaly opracowania przedstawiajace modyfikacje klasycznych narzedzi
1 metod weryfikacji proceséw. Dotyczyty one zaréwno kart kontrolnych Shewharta
(zob. [Iwasiewicz 1983, s. 57-86, 159-163; 1999, s. 239-242; 2001, s. 35-38; Major
2015b, s. 223-238], a takze [PN-ISO 7966: 2001]), jak i kart kontrolnych sum
skumulowanych (zob. [Major 1997, s. 47-54; Iwasiewicz 2008-2009, s. 71-90;
2011, s. 213-245; Major 2015a, s. 25-43; 2015b, s. 223-238]). O ile zmodyfiko-
wane karty kontrolne Shewharta zostaly juz obszernie opracowane, o tyle ciggle
za mato jest opracowan poS§wigconych zmodyfikowanym procedurom sum
skumulowanym. Moze to wynika¢ z tego, ze wielu badaczy i uzytkownikéw
btednie postrzega procedury sum skumulowanych jako narzedzia trudniejsze
do zrozumienia, a tym samym do stosowania. Nie zmienia to jednak faktu, ze
pomimo pozornej komplikacji, dajag one w wielu sytuacjach lepsze rezultaty niz

! Pod pojeciem klasycznych procedur weryfikacji hipotez statystycznych nalezy rozumieé
procedury zaproponowane przez Jerzego Sptawe Neymana oraz Egona Pearsona.
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karty kontrolne Shewharta. Ponadto, procedury sekwencyjne w wielu przypad-
kach generuja znacznie mniejsze koszty kontroli niz ich odpowiedniki oparte na
kartach kontrolnych Shewharta, a kwestia obnizki kosztéw jest jedng z determi-
nant konkurencyjnoSci nowoczesnego przedsiebiorstwa.

Wymienione powyzej, a takze inne merytoryczne kwestie staly si¢ przestanka
do sformutowania celu niniejszego opracowania, jakim jest potrzeba rzetelne;j
i szczegdlowej ilustracji tego typu procedur. Praca ta jest kontynuacja opracowaf
autora po§wigconych procedurom kontrolnym z mozliwoS$cig akceptacji procesu
(zob. [Major 1997, s. 47-54; 2015a, s. 25-43; 2015b, s. 223-238]) oraz nawigzuje
do wezesdniejszych opracowan srodowiska naukowego Katedry Statystyki Uniwer-
sytetu Ekonomicznego w Krakowie.

W artykule przedstawiono kilka najwazniejszych kart kontrolnych sum skumu-
lowanych. Opisane narzedzia reprezentujg dwa warianty oceny przebiegu procesu
produkcyjnego. Pierwszy z nich dotyczy sytuacji, gdy jakoS¢ produktu (wyrobu,
ustugi) lub procesu jest oceniana ze wzgledu na zero-jedynkowg zmienng
diagnostyczng (tzw. alternatywna ocena wtaSciwoSci). Proces oceniany w ten
spos6b nazywa sie procesem binarnym (zob. [Iwasiewicz 2008-20009, s. 71-90;
2005-2006, s. 103-116; 2011, s. 213-245]). Z drugim wariantem oceny mamy do
czynienia wéwczas, gdy jako$¢ produktu (wyrobu, ustugi) lub procesu oceniana
jest ze wzgledu na ciagla (quasi-ciagta) zmienng diagnostyczng (tzw. liczbowa
ocena wtasciwosci). Ten typ procesu i jego oceny nazwano roboczo procesem
ciggtym lub quasi-ciggtym.

2. Klasyczne procedury sekwencyjne

Teoria analizy sekwencyjnej sprowadza si¢ do losowego pobierania pojedyn-
czych lub matych zespotéw zbiorowosci generalnej oraz kazdorazowego rozstrzy-
gania, czy zebrany zaséb informacji pozwala na podjecie okre$lonej decyzji.
Przy sformutowanej hipotezie zerowej H, i alternatywnej H, decyzje takie mogg
dotyczy¢:

— przyjecia hipotezy H,,

— odrzucenia hipotezy H i przyjecia hipotezy H,

— odtozenia decyzji do czasu pobrania nastgpnej jednostki (prébki n) do
préby m.

Postaé hipotezy zerowej i alternatywnej zalezy od charakteru badanej zmiennej
losowej (stymulanta, destymulanta, nominanta) i ograniczenia przedziatu tole-
rancji. Przyjmujac, ze weryfikowany parametr oznaczono symbolem Q, w tabeli 1
ujeto trzy ogdlne zapisy weryfikowanych hipotez (wzory (1a) i (1b), (2a) i (2b), (3a),
(3b) 1 (3¢)).
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Tabela 1. Weryfikowane hipotezy

Ograniczenie pfzed;ialu Folerancji / Weryfikowane hipotezy
rodzaj zmiennej

Prawostronne / destymulanta H:0=0, (1a)
H:0=0, (1b)
(Q,<Q)

Lewostronne / stymulanta H:0=0, (2a)
H_;:.0=0, (2b)
(Q,<0y)

Dwustronne / nominanta H;:0=0, (3a)
H:0=0, (3b)
H_;:.0=0, (3¢)

(Q,<0,<0)

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie [Wald 1945, Iwasiewicz 2008-2009].

Préba n jest w tym ujeciu sumg wszystkich prébek pobieranych w kolejnych
k krokach, czyli:
n=n +n,+.+n,. @)

Jezeli w kazdym k-tym przedziale probkowania liczebno$¢ probki wynosi jeden,
to wowczas liczno$¢ catej skumulowanej proby wyniesie & (n = k).

Podczas kazdego etapu badaf obliczana jest wartoS¢ sekwencyjnego testu
ilorazowego ogdlnej postaci:

HPl(xz ‘ H 1)
Q=" """, ®)
H[’o(xt ‘ Ho)
gdzie:

p1<xt ‘ H 1) — prawdopodobienstwo zdarzenia losowego X = x , gdy zatozona
jest prawdziwos¢ hipotezy H,,
p0<xt ‘ HO> — prawdopodobiefistwo zdarzenia losowego X = x,, gdy zatozona
jest prawdziwosS¢ hipotezy H,,,
i sprawdzana jest prawdziwos¢ nieréwnosci:
A<Q,<B, 6)

gdzie:
1—
=1 natomiast B=—g"—.
Jezeli O, < A, to przyjmuje si¢ hipotez¢ H z prawdopodobiefistwem btedu nie
wiekszym niz f3.
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Gdy Q, = B, wowczas nalezy przyjac hipotez¢ H, z prawdopodobienstwem
btedu nie wigkszym niz a.

Natomiast gdy A < Q, < B, to brak jest podstaw do podj¢cia jednej z dwoch
wymienionych powyzej decyzji i nalezy kontynuowaé badanie.

Postaé sekwencyjnego testu ilorazowego (5) zalezy od rodzaju zmiennej diagno-
stycznej X i charakteryzujacego ja rozktadu prawdopodobienstwa. Zapisu wzoru (5)
dokonano przy zatozZeniu, ze zmienna losowa X jest zmienng dyskretng. Wéwczas
wyrazenia stojace w tym wzorze nalezy interpretowaé jako funkcje rozktadu
prawdopodobiefistwa. W przypadku ciggtych zmiennych losowych wyrazenia we
wzorze (5) sg odpowiednimi funkcjami ggstosci prawdopodobiefistwa. Jest to wigc
stosunek dwdch funkcji wiarygodnos$ci otrzymanych na podstawie préby, ktére
zostaty wyznaczone przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy H, (licznik) i prawdzi-
wosci hipotezy H,, (mianownik). W tabeli 2 zostaty zestawione wzory ilorazu (5)
dla najczesciej wykorzystywanych rozktadéw zmiennej diagnostyczne;.

Tabela 2. Sekwencyjny test ilorazowy Q,

Typ rozktadu zmiennej . .
diagnostycznej Sekwencyjny test ilorazowy Q,
Dwumianowy ﬁ s
X~B(p; 1) Apig ™
Oi=3——— @=1-p3g=1-p) (D
I pge
Poissona Y,
N
X~P(h) mix, 1€
Q=" — ®
0,0
t=1X; !
Normalny o1 Eewmy
XNN(“’? 0) )‘1;11:0',/ 2n e °
ka InI 1 l(%-un)z ©)
275
=1 gy 2m ¢

Zrédto: opracowanie wlasne na podstawie [Iwasiewicz, Paszek i Steczkowski 1988].

W dalszej czgsci artykutu przyjeto zatozenie, ze zmienna diagnostyczna X jest
zmienng dyskretng lub ciggly o rozktadzie normalnym z przedziatem tolerancji
ograniczonym prawostronnie?. Jezeli obserwowang charakterystyka z préby jest
suma realizacji zmiennej X, to w kolejnych krokach postepowania oblicza si¢
wartoS¢ statystyki:

2 W analogiczny sposéb mozna zbudowaé procedury kontrolne dla zmiennych diagnostycznych
ciggtych z przedziatem tolerancji ograniczonym lewostronnie lub dwustronnie. Szerzej zob. np.
[Iwasiewicz, Paszek i Steczkowski 1988].
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z=2.x, (m=1,2,3,...t=1,2,3,...,n). (10)

t=1
Jezeli w procesie weryfikacji hipotez stosowana jest graficzna wersja proce-
dury kontrolnej, to wéwczas obliczone wartoSci statystyki (10) wedtug schematu:

t=liz =x;1=2:2,=2,+X,; ...;t=n7, =2

n n—1

+x, 11

nanosi si¢ na diagram przegladowy (wykres), przedstawiony schematycznie na
rys. 1.

n z, .= b+ cn
przyja¢ H .

Z n=a+cn

badac dalej “

przyjac H,

n

Rys. 1. Diagram przegladowy klasycznej procedury sekwencyjnej przy prawostronnie
ograniczonym przedziale tolerancji

Zrédto: opracowanie wlasne.

Przedstawione na rys. 1 réwnania linii kontrolnych wynikajg z nieréwnosci (6)
i powstaja w wyniku jej przeksztatcenia® do postaci:

zd’n=a+cn<zn<zg’n=b+cn. (12)

WartoSci parametréw a, b 1 ¢ zaleza z kolei od przedstawionego w tabeli 2
rodzaju sekwencyjnego testu ilorazowego Q,. Wzory opisujgce te parametry zesta-
wiono w tabeli 3.

Jezeli w dowolnym kroku badania spetniona jest nierownos¢: z, <z, , wéwczas
przyjmuje si¢ hipotez¢ H, (badany proces jest uregulowany), a prawdopodobien-
stwo tego, ze prawdziwa jest hipoteza H,, nie przekracza f.

3 Doktadny proces przeksztalcenia nieréwnosci (6) do postaci (12) czytelnik moze zalezé np.
w pracy [Iwasiewicz, Paszek i Steczkowski 1988, s. 36 i dalsze].
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Jezeli zachodzi nieréwnos$¢: z, = z, ,» WOWCZas przyjmuje sig hipotez¢ H,

(badany proces jest rozregulowany), a prawdopodobienstwo tego, ze prawdziwa
jest hipoteza H, nie przekracza .

Tabela 3. Parametry linii kontrolnych dla klasycznej procedury sekwencyjne;j

Typ rozktadu zmiennej

. . Parametry linii kontrolnych
diagnostycznej

Dwumianowy B

In
1-a 13)

(14)

c=—3 (5)

Poissona

& (16)

an

c= —>"1 (18)

Normalny o’ §
(prawostronne ograniczenie
przedziatu tolerancji)

(19)

b (20)

T

B @1

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie [Iwasiewicz, Paszek i Steczkowski 1988].

Jezeli natomiast: z, <z < 2,0 10 nie ma podstaw do przyjecia zadnej z hipotez
1 nalezy badac¢ dalej proces, zwigkszajac liczebnoS¢ préby o jeden, a nastgpnie
powtdrnie obliczy¢ parametry z,, , o iz,.



94 Michat Major

3. Procedura sum skumulowanych z mozliwoScia akceptacji
procesu

Z uwagi na fakt, ze zasady funkcjonowania klasycznej procedury sum skumulo-
wanych mozna znalez¢ w wielu pozycjach literatury z zakresu zarzadzania jakoScia
(zob. np. [Iwasiewicz, Paszek i Steczkowski 1988, Montgomery 2009, s. 399-418]),
w opracowaniu skupiono si¢ tylko na zmodyfikowanej procedurze sum skumu-
lowanych, umozliwiajgcej akceptacje lub dyskwalifikacje analizowanego procesu.
Z formalnego punktu widzenia oznacza to, ze zostanie uchylone zalozenie klasycz-
nych kart kontrolnych sum skumulowanych gloszace, ze ryzyko popetnienia btedu
drugiego rodzaju § = 0, na rzecz zatozenia: 3 > 0. Niezmienne pozostaje zatozenie,
ze procedura sum skumulowanych jest klasyczng procedurg sekwencyjng realizo-
wang wstecznie. Oznacza to, ze w kazdym punkcie konczacym badana sekwencje
obserwacji wykresla si¢ pomocniczy uktad wspdirzednych obrécony w stosunku
do pierwotnego o 180°. W kazdym n-tym kroku postgpowania bada si¢, czy zaob-
serwowany dotychczas ciag obserwacji z,, = Z _, X, wystarcza do przyjecia jednej
z dwoch weryfikowanych hipotez H, lub H . W celu utatwienia korzystania z tej
metody konstruuje si¢ tzw. maskownice, ktorg przesuwa si¢ na wykresie wraz ze
wzrostem diugosci badanej sekwencji. Przyktad takiej maskownicy przedstawiono
narys. 2.

H I
d(J
> E
I T
) -7 ‘9 0 g
L R R P “_|E __
T (¢-F 7 @
- 71 h - |
Phe [ 4 1~ |
/
G / <;/ |
_ e 7
i e | dl
7/ // |
0 -7 I n
e I
B |
g
| n
|
A ' J

Rys. 2. Zmodyfikowana maskownica
Zrédto: opracowanie wiasne.
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Zmodyfikowana maskownica ma dwie czynne krawedzie (linie kontrolne),
odcinki BC i GF. Podczas postugiwania si¢ maskownicg wazna pozostaje zasada,
zeby punkt D pokrywat si¢ z ostatnim z punktéw obserwowanej sekwencji oraz
odcinek DE byt réwnolegty do osi odcigtych 7.

Przekroczenie — przez cho¢ jeden z punktéw skumulowanej sekwencji —
minus dolnej linii maskownicy sugeruje konieczno$¢ przyjecia hipotezy H,
(proces jest rozregulowany) z ryzykiem biedu nie wiekszym niz a.. Gdy przekro-
czona zostaje in plus gérna linia maskownicy, wéwczas przyjmuje si¢ hipoteze
H (proces jest uregulowany) z ryzykiem btedu nieprzekraczajgcym 3. Natomiast
jezeli punkty skumulowanej sekwencji uktadajg si¢ w korytarzu pomiedzy czyn-
nymi krawedziami maskownicy, to wowczas kontynuuje si¢ badania, powiekszajac
prébke o kolejng wartoS¢ x,.

Aby zbudowa¢ maskownicg, niezbgdna jest znajomoS¢ (zob. rys. 2) parame-
trow d,, d,, h,, h, oraz ¢ = tgq. Parametr d, uzyskuje si¢ w wyniku przeksztat-
cenia rownania dolnej linii kontrolnej z,, , klasycznej procedury sekwencyjne;
(zob. rys. 1). Przeksztafcenie polega na wyznaczeniu miejsca zerowego n, funkcji
z, .- Pamigtajac, ze maskownica funkcjonuje w uktadzie wspotrzednym obroco-
nym o 180°, mozna zapisac, ze:

do = —nO . (22)

W analogiczny sposob wyznacza si¢ rownanie parametru d,, przeksztatcajac
tym razem rownanie gérnej linii kontrolnej z, . Réwnania parametrow d,id,
dla rozwazanych przyktadowych trzech typéw rozkladow zmiennej losowe;j zesta—
wiono w tabeli 4.

Tabela 4. Réwnania parametréw maskownicy d, i d,

Typ rozktadu Parametry maskownicy
Dwumianowy B
Iny—,
d,= N (23)
91
1-
In—g—
d, = q (24)
In2%
91
Poissona B
Inq—
dy= M~ (25)
1-p
In——
d = Y (26)
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cd. tabeli 4
Typ rozktadu Parametry maskownicy
Normalny ) B
( . ; 207In
prawostronne ograniczenie d = 1-o @7)
przedziatu tolerancji) 0 w—ul
1-
20°In QB 08)
Toui-ug
Zrédto: opracowanie wlasne na podstawie [Iwasiewicz, Paszek i Steczkowski 1988].
WartoS$¢ parametru ¢ jest wyznaczana ze WZoru:
+
@ = arctg ¢ = arctg Ho ) th . (29)
natomiast parametry &, i h, wynikajg ze wzorow:
hy=dytgep=dc, (30)
h =dtgep=d.c. 31

WartoSci parametrow h, h, oraz c sg niezbgdne podczas konstrukcji nume-
rycznego algorytmu weryfikacji stanu procesu. W trakcie jego przebiegu mozna
wyrézni¢ dwie sekwencje przebiegu procesu — jedna prowadzi do akceptacji
procesu (przyjecia hipotezy H,), natomiast druga do jego dyskwalifikacji (przy-
jecia hipotezy H,). Zatozono dalej, ze sekwencja punktéw prowadzgca do akcep-
tacji procesu bedzie nazywana ,,sekwencja A”, natomiast sekwencja prowadzaca
do dyskwalifikacji procesu — ,,sekwencja B”. W obydwu przypadkach weryfiko-
wana jest warto$¢ skumulowana statystyki z, postaci:

S

z,= 2 (xy—c), 32)

i=1

gdzie:

c=1gQ,

t — indeks biezacy,

i — indeks operacyjny,

s —najwigksza w danym momencie warto$¢ indeksu operacyjnego (s =1,2, 3, ...).

Indeks ¢ we wzorze (32) funkcjonuje przez caty okres badan, natomiast moment
uruchomienia licznika indeksu i zalezy od rodzaju sekwencji punktéw.

Analizg przebiegu procesu rozpoczyna si¢ od Sledzenia znaku réznicy x, — c.
W chwili gdy x, — ¢ <0, zostaje uruchomiony licznik indeksu operacyjnego i (i = 1)
oraz rozpoczyna si¢ ,,sekwencja A” skutkujaca wyznaczaniem wartoSci statystyki
(32). Obliczanie tej statystyki jest kontynuowane tak dtugo, az zostanie spetniony
jeden z ponizszych warunkéw:
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14 2z, <z,, gdzie z;=dyc=h,, (33)
24 2>0. (34)

W przypadku gdy spetniony jest warunek 1* (33), badanie koficzy si¢ przyje-
ciem hipotezy zerowej H, z ryzykiem btedu nie wigkszym niz 8, natomiast gdy
spetniony jest warunek 2* (34), przerywa si¢ obliczanie wartosci charakterystyki
z i powraca do Sledzenia znaku réznicy x, — c. Spetnienie warunku (33) lub (34)
pociaga za sobg réwniez konieczno§¢ wyzerowania indeksu i (i = 0).

Uruchomienie licznika indeksu operacyjnego i moze réwniez nastgpic, gdy
x,—c>0. Jest to wowczas poczatek ,,sekwencji B”, a zarazem moment rozpoczgcia
kumulacji zgodnie ze wzorem (32). Proces takiej kumulacji trwa do momentu, gdy
spetniony jest jeden z ponizszych warunkéw:

1B z,2z,, gdzie z,=d,c=h,, (35)
2B 2 <0. (36)

Spetnienie warunku 1® (35) skutkuje przyjeciem hipotezy alternatywnej H,
z ryzykiem btedu nie wigkszym niz a. Spetnienie drugiego warunku 28 (36)
oznacza natomiast konieczno$¢ przerwania kumulacji i powrét do §ledzenia znaku
r6znicy x, — ¢. Podobnie jak w poprzednim przypadku spetnienie warunku 1% lub 28
skutkuje wyzerowaniem indeksu i (i = 0).

4. Przyktady zastosowania kart kontrolnych

Przyktad 1

W trakcie produkcji materiatéw bawelnianych monitorowano ich kurczli-
woS$¢ podczas prania. W tym celu wyprodukowane probki materiatu poddawano
okresowo badaniom na kurczliwo$¢. Podczas badania zatozono, ze kurczliwo$¢
bawelny nie powinna przekraczaé¢ 7%*. Co mozna powiedzie¢ o przebiegu procesu
wytwarzania materiatow, jezeli dla 10 losowo wybranych prébek odnotowano
wartosci procentowej kurczliwo$ci podane w tabeli 5?

Tabela 5. Procentowa kurczliwo$§¢ materiatéw bawetnianych

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x,(%) 5 6 6 4,5 8 6,25 5 4 6 4,5

Zr6dto: dane umowne.

4 Wedtug polskiej normy [PN-P-84004:2003] naturalna kurczliwos$¢ bawetny wynosi 6%.
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Podczas analizy powyzszego procesu zatozono, ze: o = 3 = 0,05 oraz ze kurcz-
liwos$¢ bawelny w praniu ma rozktad normalny ze stala wariancja wynoszaca 1,5%.

Poniewaz zmienna diagnostyczna bedaca procentowg kurczliwoScig bawetny
w praniu jest traktowana jako destymulanta jako$ci® analizowanego procesu, hipo-
teza zerowa oraz hipoteza alternatywna beda miaty postaé:

Hyu=uy=5%, H:u=n,=7%.
Korzystajac ze wzoréw (19), (20) i (21), wyznaczono wartoSci parametrow
a, b i c niezbgdne do zastosowania klasycznej procedury sekwencyjne;.

15 005 15 095 7+5
a=775Ingos=-331: b=7"ghggz=331: c=—5—=6.

|

Roéwnania linii kontrolnych przedstawiaty si¢ nastepujaco:
2y, =-331+6n; z,, =331+6n.

W tabeli 6 zestawiono obliczenia robocze dla danych wejSciowych podanych
w tabeli 5. Obserwujac wyniki zawarte w tabeli 6 mozna zauwazy¢, ze w dzie-
siagtym kroku postepowania sekwencyjnego, przy licznosci skumulowanej probki
n =10, nalezy przyjac hipotez¢ zerowg H i proces produkcji materiatu bawetnia-
nego uznac za uregulowany. Prawdopodobienstwo tego, ze ocena ta jest falszywa,
nie przekracza 3 = 0,05.

Tabela 6. Analiza procesu kurczenia materialéw bawelnianych za pomoca klasyczne;j
procedury sekwencyjnej

? n x,(%) zZ, Z4 Zy, Decyzja

1 1 5 5 2,69 9,31 badac dalej
2 2 6 11 8,69 15,31 bada¢ dalej
3 3 6 17 14,69 21,31 bada¢ dalej
4 4 4.5 21,5 20,69 27,31 bada¢ dalej
5 5 29,5 26,69 33,31 badac dalej
6 6 6,25 35,75 32,69 39,31 bada¢ dalej
7 7 40,75 38,69 45,31 badac dalej
8 8 4475 44,69 51,31 badac dalej
9 9 6 50,75 50,69 57,31 badac dalej
10 10 45 55,25 56.69 6331 | przyjac H,

Zrédto: obliczenia wiasne.

5 Im kurczliwo$é 100-procentowej bawetny jest mniejsza, tym jakosé bawetny jest wyzsza.
Jednak w pewnych sytuacjach niska lub wrecz zerowa kurczliwo$¢ materialu moze Swiadczy¢
o tym, ze dzianiny maja domieszke innego materiatu, np. elanobawetny.
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Podobng analiz¢ mozna przeprowadzi¢ stosujac zmodyfikowang procedure
sum skumulowanych. Nalezy wtedy obliczy¢ dodatkowo warto§ci parametréw
d,,d, oraz h, h, (zob. wzory (27), (28), (30) i (31)). Mamy woéwczas:

2-15%In 8’82 2-15%In 8’(9)2
d0=72f52’=—0,55; d1 =72f52’=0,55;

hy=dyc=z,=-331; h=d,c=z,=33l.

Majac te parametry, mozna przystapi¢ do powtdérnej analizy danych przy
uzyciu karty kontrolnej sum skumulowanych z mozliwoscig akceptacji procesu.
Jej przebieg przedstawiono w tabeli 7.

Tabela 7. Analiza procesu kurczenia materiatéw bawetnianych za pomoca
zmodyfikowanej procedury sum skumulowanych

t i x, n Z=x;—¢C z Uwagi

1 1 5 1 -1 -1 x, < ¢ (zaczg¢ kumulacje, i = 1)
2 2 6 2 0 -1 kumulowac (i =i +1)
3 3 6 3 0 -1 kumulowac (i =i +1)
4 4 4,5 4 -1,5 -2,5 kumulowaé (i =i +1)
5 5 8 5 2 -0,5 kumulowac (i =i +1)
6 6 6,25 6 0,25 -0,25 kumulowac (i =i +1)
7 7 5 7 -1 -1,25 kumulowac (i =i +1)
8 8 4 8 -2 -3,25 kumulowac (i =i +1)
9 9 6 9 0 -3,25 kumulowac (i =i +1)
10 10 | 45 10 -1,5 -4,75 z, <z, (przyjac¢ H,)

Zrédto: obliczenia wiasne.

Jak wida¢, zmodyfikowana procedura sum skumulowanych doprowadzita
réwniez do przyjecia hipotez zerowej. Proces kumulacji rozpoczat si¢ w okresie
t =11 trwal nieprzerwanie do okresu 7 = 10.

Przyktad 2

W trakcie badania jakoSci linek holowniczych sprawdzanych jest wiele para-
metréw pod wzgledem ich zgodnoS$ci z wytycznymi zawartymi w Prawie o ruchu
drogowym (dtugosc¢ holu, umiejscowienie choragiewki ostrzegawczej i kolor linki)
oraz zgodnos$ci z warunkami technicznymi okre§lonymi przez Przemystowy
Instytut Motoryzacji (PIMOT) WT/008/PIMOT/93 — ,,Linki holownicze. Wyma-
gania i badania w zakresie bezpieczenstwa uzytkowania”. Pod uwage bierze si¢
woéwczas instrukcje uzytkowania oraz wytrzymatos$¢ holu. W trakcie weryfikacji
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wytrzymato$ci linki zaktada sig, ze (http://federacja-konsumentow.org.pl/down-
load/LINKI1%202.doc, data dostepu: 22.09.2016):

— linki holownicze przeznaczone do holowania pojazdéw o masie do 1500 kg
powinny bez uszkodzen przenie$¢ obciazenie nie mniejsze niz 1200 daN w czasie
20 s,

— linki holownicze przeznaczone do holowania pojazdéw o masie wigkszej niz
1500 kg powinny przenie$¢ bez uszkodzen obcigZenie nie mniejsze niz masa holo-
wanego pojazdu. Na przyktad jezeli masa pojazdu wynosi 2000 kg, to obciazenie
badawcze linki holowniczej powinno wynie$¢ nie mniej niz 2000 daN w czasie
20 s. Bardzo wazng kwestig jest takze pomiar wytrzymatoSci granicznej do
zerwania, podczas ktérego okresla si¢ poziom przylozonej sity, przy ktorej linka
ulega zerwaniu. Linka holownicza z zaczepem powinna wytrzymaé obcigzenie
wigksze niz deklarowane w przepisach WT/008/PIMOT/93 oraz jej wytrzyma-
fo$¢ powinna przekracza¢ warto§¢ deklarowang w ulotce przez producenta lub
dystrybutora.

W dalszym ciggu rozwazan przyjeto zalozenie, ze przedmiotem badafi jest
partia linek, ktéra przeszia pozytywnie weryfikacje ze wzgledu na wszystkie
wilaSciwosci, z wyjatkiem wytrzymatoSci na rozcigganie mierzonej w jednostce
czasu (20 s). Przyjeto, ze badaniu poddano prébki linek przeznaczonych do
holowania pojazdéw o masie do 1500 kg. Zatozono, ze obserwowana zmienna
losowa X przybierata warto$¢ 0, gdy linka przeszta pozytywnie probe obcigzenia
nie mniejszg niz 1200 daN, i warto$§¢ 1, gdy linka w czasie préby wytrzyma-
fosci zostata zerwana lub tez jej mocowania zostaty na tyle zdeformowane, ze nie
kwalifikowata si¢ ona do dalszego uzytku. Zatozono dalej, ze badanie przepro-
wadzono w ciggu 10 kolejnych momentéw czasowych, powigkszajac za kazdym
razem liczebnoS§¢ probki o 1 sztuke. Wyniki badania podano w tabeli 8.

Tabela 8. Wytrzymato$¢ linek holowniczych

: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X, 0 0 0 1 0 0 1 1 1 1

Zrédto: dane umowne.

Nalezy sprawdzi¢, czy na podstawie tych danych mozna przyjac jedna z naste-
pujacych hipotez:

H,

H:p=p, =003

:p=p0=0,01,
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Symbole p, i p, oznaczajg odpowiednio poziomy wadliwo$ci: maksymalnej dopusz-
czalnej 1 minimalnej dyskwalifikujacej badanego procesu. W trakcie weryfikacji
hipotez przyjeto dodatkowe zatozenie o = 3 = 0,01. Sprawdzenie zdefiniowanych
hipotez odbyto si¢ w pierwszej kolejnoSci z wykorzystaniem klasycznej procedury
sekwencyjnej, a nastepnie zmodyfikowanej procedury sum skumulowanych.

W trakcie wykorzystania klasycznej procedury sekwencyjnej wyznaczono
wartoSci statystyki z, postaci (10) i (11) i poréwnano je z liniami kontrolnymi z i
1 Zon obliczonymi na podstawie wzoréw (13)—(15). Wynikato to z zalozenia, ze
otrzymana w trakcie analizy charakterystyka bedaca sumg zmiennych zero-jedyn-
kowych ma rozktad dwumianowy. WartoSci parametrow a, b i ¢ oraz powstate na
ich podstawie réwnania linii kontrolnych przedstawiaty si¢ nastgpujaco:

1 001 1n 029 1 0:99

0,99 e O - Impg7 '

@15 003-099 =11 0=1T003-099 =41 =] 003099 =00%
1001.097 n0,01-097 n501-0.97

24, =411 +0021; z, =411+002n.

Wyniki analizy danych empirycznych zestawiono w tabeli 9.

Tabela 9. Analiza wytrzymatoSci linek za pomoca klasycznej procedury sekwencyjnej

t n X, zZ, L Zyn Decyzja

1 1 0 0 -4,09 4,12 badaé dalej
2 2 0 0 -4,07 4,14 badac dalej
3 3 0 0 -4,05 4,16 badaé dalej
4 4 1 1 -4,03 4,18 badaé dalej
5 5 0 1 -4,02 4,20 badaé dalej
6 6 0 1 -4,00 4,22 badac dalej
7 7 1 2 -3,98 4,23 badaé dalej
8 8 1 3 -3,96 4,25 badac dalej
9 9 1 4 -394 4,27 badaé dalej
10 10 1 5 -3,92 4,29 przyjac¢ H,

Zr6dto: obliczenia wiasne.

Jak wynika z tabeli 9, przy liczebnoSci probki n = 10 zostata podjeta decyzja
o przyjeciu hipotezy H, przy ryzyku btedu o = 0,01.

W kolejnym kroku badania dane wejSciowe zestawione w tabeli 8§ poddano
weryfikacji przy uzyciu zmodyfikowanej procedury sum skumulowanych. W tym
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celu, korzystajac ze wzoréw (23) i (24) oraz (30) i (31), wyznaczono kolejno para-
metry d, d, oraz h, h,.

1 001 1 999
0,99 ) 001 .
d0=1 0.09 =—225.15; do_—l 0.99 = 225.15;
10,97 10,97

hy=dyc=z,=-4,11; h1=dlc=z;:4,11.

Obliczenia robocze oraz wynikajace z nich wnioski ujeto w tabeli 10.

Tabela 10. Analiza wytrzymatoSci linek za pomocg zmodyfikowanej procedury sum
skumulowanych

t i x, n Zi=x;—c¢ z Uwagi

1 1 0 1 -0,02 -0,02 X, <c (start sekw. A, i =1)
2 2 0 2 -0,02 -0,04 kumulowaé (i=i+ 1)

3 3 0 3 -0,02 -0,05 kumulowaé (i =i+ 1)

4 1 1 4 0,98 098 |z, > 0 (start sekw. B, kumulowa¢ (i = 1)
5 2 0 5 -0,02 0,96 kumulowaé (i =i+ 1)

6 3 0 6 -0,02 0,95 kumulowac (i =i+ 1)

7 4 1 7 0,98 1,93 kumulowaé (i=1i+ 1)

8 5 1 8 0,98 291 kumulowac (i =i+ 1)

9 6 1 9 0,98 3,89 kumulowaé (i =i+ 1)
10 7 1 10 0,98 4,87 z,>z, (przyja¢ H))

Zrédto: obliczenia wiasne.

W trakcie przebiegu badanego procesu dostrzec mozna dwie sekwencje.
Pierwsza z nich (sekwencja A) prowadzita do przyjecia hipotezy H,,, ale zostata
przerwana po czterech krokach, poniewaz warto§¢ sumy skumulowanej z, byta
wieksza od zera. Moment ¢ = 4 byl réwnocze$nie punktem startu drugiej sekwencji
typu B, ktéra doprowadzita po siedmiu kolejnych krokach kumulacji do przyjecia
hipotezy H,. A zatem wnioski, jakie wynikajg z zastosowania zmodyfikowanej
procedury sum skumulowanych, sg identyczne jak w przypadku uzycia klasyczne;j
procedury sekwencyjnej. Na koniec warto zauwazy¢, ze przyjecie hipotezy H,
moze nastgpi¢ znacznie szybciej niz przyjecie hipotezy H,. W analizowanym
przyktadzie potrzebnych byto 5 przypadkéw zerwania linki holowniczej w dzie-
siecioelementowej probie. Jednocze$nie, aby potwierdzié¢ prawdziwo$¢ hipotezy
H, nalezatoby przebada¢ przynajmniej 226 linek (miejsce zerowe linii z,, , lub
parametr d,) i otrzyma¢ we wszystkich przypadkach potwierdzenie zgodnoSci
wytrzymatoSci linek z wymaganiami w tym zakresie.
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5. Podsumowanie

Przedstawione w opracowaniu procedury i przyktady nie wyczerpuja zagad-
nienia zastosowania kart kontrolnych sum skumulowanych z mozliwoScia
akceptacji procesu. W omawianych przypadkach ograniczono si¢ do sytuacii,
gdy analizowana zmienna jest destymulantg jakoSci. Skupiono si¢ na najczg¢sciej
wystepujacych podczas kontroli jakoSci rozktadach zmiennych diagnostycznych,
takich jak: rozktad dwumianowy, rozktad normalny i rozktad Poissona. Rozktad
dwumianowy jest faczony czesto z przypadkami, gdy miarg jakoSci wykonania
jest wadliwos$¢, a badany proces ma charakter binarny. Rozktad Poissona ma
natomiast zastosowanie, gdy miarg jakosci produktu jest liczba wad lub niezgod-
nosci w jednostce produktu®. Z kolei rozktad normalny wykorzystywany jest
najczesciej w sytuacji, gdy obserwowana zmienna diagnostyczna ma charakter
ciagly (tzw. procesy quasi-ciggle). Na uwage zastuguja réwniez (nieujete w tym
opracowaniu) procedury kontrolne stosowane dla zmiennych diagnostycznych
o rozktadzie wyktadniczym. Rozktad wyktadniczy jest najczg¢Sciej stosowany
do opisu niezawodno$ci nienaprawialnych elementéw systeméw technicznych,
a uzywana zmienna diagnostyczna jest definiowana jako czas poprawnej pracy
tychze elementéw. Tego typu zmienna losowa bedzie traktowana jako stymulanta
jakosci, co przelozy si¢ na konieczno§¢ modyfikacji omawianych procedur.

Jak zaznaczono na wstepie artykulu, opisane w nim karty kontrole sum
skumulowanych nie s jedynymi procedurami pozwalajacymi na dyskwalifikacje
lub akceptacje monitorowanych proceséw. Nalezy wymieni¢ rowniez inne karty
kontrolne, w tym procedury kontrolne oparte na kartach kontrolnych Shewharta.
Opis ich funkcjonowania mozna znalezZé np. w cytowanych wczesniej pracach
A. Iwasiewicza [1985, 1999, 2001], a takze w normie PN-ISO 7966 z 2001 r. Wyma-
gaja one jednak wstepnego ustalania niezbednej liczebnoSci proby potrzebnej
do przyjecia jednej z weryfikowanych hipotez. W procedurach sekwencyjnych oraz
powstatych na ich podstawie procedurach sum skumulowanych liczebno$¢ proby
jest parametrem okreS§lanym dopiero w momencie zaakceptowania lub dyskwali-
fikacji procesu. Jest to istotna zaleta tych narzedzi, pozwalajaca na minimalizacje
ryzyka przeszacowania liczebnoSci préby, a co si¢ z tym wigze, generowania
zbytecznych kosztéw badania i oceny. Jest to szczegdlnie wazne, gdy badania
kontrolne maja charakter niszczacy. Z tego wzgledu zaprezentowane w niniejszym
artykule metody sekwencyjne oceny procesu produkcyjnego wydaja si¢ znacznie
skuteczniejsze i kosztowo efektywniejsze niz analogiczne procedury oparte na
kartach kontrolnych Shewharta.

¢ Procedury kontrolne sum skumulowanych dla zmiennych o rozktadzie Poissona zostaty omé-
wione np. w pracy [Major 2015b, s. 223-238].
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Acceptance Cumulative Sum Control Charts: Overview of Basic Tools
(Abstract)

The main goal of this article was to review and analyse basic cumulative sum control
charts, which can be used to accept or disqualify an analysed production process. In the
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literature, there are two kinds of acceptance control charts: Shewhart Control Charts and
Cumulative Sum Control Charts (CUSUM Charts). Both can be used by quality managers
or financial managers in monitoring or auditing processes. The article presents only
selected process control procedures. The conclusion of the article provides examples of
the applications of the solutions described.

Keywords: statistical quality control, statistical process control, acceptance control
charts, cumulative sum control charts.






Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie

ISSN 1898-6447
Zesz. Nauk. UEK, 2017, 5(965): 107-116
DOI: 10.15678/ZNUEK.2017.0965.0507

| Jan Tatar

Zbieznos¢ stochastyczna ciggow
wektorow losowych’

Streszczenie

W artykule zaproponowano uogdlnienie na przypadek wielowymiarowy dwoch twier-
dzen, znanych dla zmiennych losowych jednowymiarowych, dotyczacych zbieznoSci
stochastycznej, czyli zbieznosci wedtug prawdopodobiefistwa. Uogdlnianymi twierdze-
niami sg stabe prawa wielkich liczb Markowa i Chinczyna. Wynika z nich, ze przy odpo-
wiednich zalozeniach ciag Srednich arytmetycznych wektoréw losowych jest stochastycz-
nie zbiezny do $redniej arytmetycznej ich warto$ci oczekiwanych. W przeprowadzonych
dowodach wykorzystano ,,tagczne momenty rozktadéw prawdopodobiefistwa wektorow
losowych” zaproponowane we wczesniejszych pracach autora. Opieraja si¢ one na defini-
cji potegi wektora w przestrzeni z iloczynem skalarnym.

Stowa kluczowe: potega wektora, moment rozktadu prawdopodobienstwa, wektor losowy,
zbieznoS¢ stochastyczna.
Klasyfikacja JEL: C02, C10, C18, C32.

1. Wprowadzenie

W pracach [Tatar 1993, 1996b] zaproponowano odmienne od wczes$niej stoso-
wanego podejScie do opisu wielkoSci losowych o charakterze wektorowym,
tj. podejscie, w ktérym charakterystyki rozktadéw prawdopodobiefistwa tych wiel-

Jan Tatar, Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie, Wydziat Finanséw i Prawa, Katedra Matema-
tyki, ul. Rakowicka 27, 31-510 Krakéw, e-mail: tatarj@uek.krakow.pl

* Artykut stanowi wynik realizacji projektu badawczego sfinansowanego ze Srodkéw przyznanych
Wydziatowi Finanséw i Prawa Uniwersytetu Ekonomicznego w Krakowie w ramach dotacji na
utrzymanie potencjatu badawczego.
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kosci (w szczegdlnoSci ich momenty) sg rzeczywiscie charakterystykami wektoréw
losowych nie za$ — jak to ma miejsce w ujeciu klasycznym — jednowymiarowych
zmiennych losowych bedacych funkcjami wspéirzednych badanych wektoréw.
Punktem wyjScia prowadzonych w przywotanych pracach rozwazan byto zdefi-
niowanie nowego pojecia, jakim jest potega wektora w przestrzeni euklidesowe;j
(lub ogdlniej: w przestrzeni Hilberta). Umozliwito ono sformutowanie definicji tzw.
momentow tacznych (zaréwno zwyczajnych, jak i centralnych) rozktadéw prawdo-
podobiefistwa wektoréw losowych.

W wielu kolejnych pracach uogélniono na przypadek wielowymiarowy m.in.
takie pojecia, jak wspoétczynnik korelacji [Tatar 2008a], momenty absolutne [Tatar
2001], miary zaleznoSci [Tatar 2008b], miary asymetrii [Tatar 2000], funkcje
charakterystyczne oraz pétniezmienniki [Tatar 2004, 2006], rozktady warunkowe
[Tatar 2009], regresja liniowa [Najman i Tatar 2010, Budny i Tatar 2012], czy
wreszcie kurtoza oraz eksces [Budny 2009, Budny i Tatar 2009]. Sformutowano
1 udowodniono takze wielowymiarowe wersje niektérych znanych w literaturze
probabilistycznej twierdzefi, np. nieréwno$¢ Czebyszewa [Tatar 1996a, Osiewalski
i Tatar 1997, 1999, Budny 2014a, b], nieréwno§¢ Lapunowa [Tatar 2002] czy
wybrane stabe prawa wielkich liczb [Tatar 2003]. Zaproponowane taczne charak-
terystyki wielowymiarowych rozktadéw prawdopodobiefistwa wykorzystano
takze w opisie i badaniu wielkoSci ekonomicznych i finansowych [Tatar 2013,
Budny i Tatar 2014, Budny, Szklarska i Tatar 2014].

W niniejszej pracy zaproponowano i udowodniono uogdlnienie na przypadek
wektoréw losowych kolejnych dwéch twierdzen z grupy stabych praw wielkich
liczb, czyli tych, ktére méwig o stochastycznej (tj. wedtug prawdopodobienstwa)
zbieznosci ciggéw wektoréw losowych. Beda to uogdlnienia twierdzen Markowa
i Chinczyna. Ich postaci dla zmiennych losowych jednowymiarowych mozna
znalez¢ np. w pracach [Feller 1969, Fisz 1969, Plucifiska i Plucifiski 2000].

2. Podstawowe pojecia

Niech dana bedzie przestrzefi wektorowa (R”,R,+,'), w ktérej okreSlono
klasyczny (euklidesowy) iloczyn skalarny postaci (+|+): R"X R" — R.

Definicja 1 [Tatar 1993, 1996b]. Potega stopnia k, gdzie k € Ny= N U{0},
wektora v € R” nazywamy wielko$é v* okreSlong nastepujaco:

=1

oraz
vE=ly, dlak nieparzystej

vi= (vk’l‘v), dla k #0 A k parzystej
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Z powyzszej definicji wynikaja w szczegdlnosci nastgpujace wiasnosci:

(w.1) VvER", k€ Ny k parzysta=1"€R,

(w.2) YvER", k € N:k nieparzysta=1v"€R".

Jak wspomniano we wprowadzeniu, pojgcie potegi wektora pozwolito zdefi-
niowa¢ momenty wielowymiarowego rozktadu prawdopodobiefistwa.

Niech zatem (R, S, P) bedzie przestrzenig probabilistyczng oraz niech
E=(§,&5,...,§,):Q— R" bedzie n-wymiarowym wektorem losowym o warto-
Sciach w R".

Definicja 2 [Tatar 1993, 1996b]. Dla dowolnej liczby k€ N, tacznym
momentem zwyktym rzgdu k wektora losowego § nazywamy warto$¢ oczekiwang
my = E(E"), jezeli E(\ EF \) < +0.

W szczegllnosci: mg=1,my = (my(1), m ), .-, My(y)), My = IZ; My ;).

Symbolem m,(;)(r€N,i=1,...,n) oznaczamy w powyzszych formutach
moment zwykly rzgdu r w rozkladzie brzegowym jednowymiarowej zmiennej
losowe;j &,.

Prawdziwe sg implikacje:

(w.3) jezeli k jest liczbg parzysta, to m; € R,

(w.4) jezeli k jest liczbg nieparzysta, to m; € R".

Definicja 3 [Tatar 1993, 1996b]. Momentem centralnym fgcznym rzedu
k,(k € Ny) wektora losowego & nazywamy wartos¢ oczekiwana w, = E(E —m, )k ]»
jezeli spetniona jest nier6wno§¢ £ (H E—m, Hk) < +o0.

W szczegblnosci otrzymujemy: w, =0€ R", u, = > Wa(i) -

i=1

Symbolem p, ;) oznaczyliSmy moment centralny rz¢du drugiego w rozktadzie
jednowymiarowej zmiennej losowej ;.

Centralny moment faczny rze¢du drugiego nazywamy wariancja tgczng
wektora losowego § i oznaczamy przez o”(E) lub Varg. Jest zatem: 0”(§)=u, =

= Wo(i)= > ol gdzie o’ (i=1,...,n) oznacza wariancj¢ rozktadu zmiennej
i=1 i=1

brzegowej &;.

Warto podkresdlié, ze przy przyjetych definicjach zachodzi réwnoS¢: 02(2) =
=m,—mj.

Pierwiastek kwadratowy z wariancji facznej nazywamy facznym odchyleniem
standardowym rozktadu wektora losowego & i oznaczamy przez o(&). Jest wigc

n 172
o(8)=y/o(8) = Farg =2 0t)
Inne wprowadzone wczesniej pojecia, konieczne do zrozumienia prowadzo-

nych w niniejszej pracy rozwazan, zostang przypomniane bezpoSrednio przed
prezentacja gtéwnych rezultatow.
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3. Uogdlnione wersje stabych praw wielkich liczb

3.1. Uwagi ogdlne

Na poczatku rozwazafi przypomnimy pojecie stochastycznej zbieznoSci ciggu
wektoréw losowych (inaczej: zbieznosci wedtug prawdopodobiefistwa), dla ktérego
rezerwujemy symbol ,, 7.

Niech zatem §,,&: Q — R, n=1,2,3,..., bedg wektorami losowymi oraz niech
c,€R’,n=1,2,3,...,oraz cER’.

Definicja 4 (stochastyczna zbiezno$¢ ciggu wektoréw losowych):
a) g, —~ 0@V8>01}i}2p<‘ E, >e)=0,

BE —E=E,~E—0,

9E,——¢,2E,—¢c,——0,

DE,—L>cot, —c—L—0.

3.2. Uogoélnione prawo Markowa

W dowodzie uogdlnianego twierdzenia wykorzystamy wielowymiarowa wersj¢
nieréwnosci Czebyszewa.

Twierdzenie 1 [Osiewalski i Tatar 1999]. Dla wektora losowego &:Q — R’
o skoficzonym drugim momencie zwyczajnym oraz dla dowolnej liczby rzeczywi-

stej >0 zachodzi nier6wnos¢ P[H E-m(§) H >r- O(E)] < %

Teze twierdzenia 1 mozna takze zapisac inaczej: Ve >O0: P[H E-m\(E) H > s] <
o’(8)

2
€

Twierdzenie 2 (uogdlnione stabe prawo wielkich liczb Markowa). Niech
ExQ—R'(k=1,2,3,...) bedzie ciagiem s-wymiarowych wektoréw losowych
o wartosciach oczekiwanych m(&, ) oraz wariancjach Var g, spetniajacych warunek

Var( Z Ek) = 0(112). Woéwczas: %z (Ek - m(gk)) -2 .0.
k=1 &=
Uwagi:
a) ZaIOZeIliC Var( Z §k>=0(n2) OZnaCZa, Ze }LH;IO# z Var%k — 0’
k=1 =

b) tez¢ twierdzenia mozna takze zapisaé nastgpujgco:

%i%k—p’%im(gk)
k=1 k=1
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lub

n

3 (g-m(z))

Vs>0:}£rgP <eg|=1.

Dowdéd. Okreslmy nowy ciag {n,} wektoréw losowych postaci 1, =%Z g,
dlan=1,2,3,... Warto$¢ oczekiwana kazdego wektora 1, jest postaci: =

m(n,)= E(n,) = % E(E) =7 3 m().

Wykorzystujac powyzsze ustalenia oraz uogélniong nieréwnos¢ Czebyszewa (por.
twierdzenie 1), otrzymujemy — dla dowolnego € > 0 — nastepujacy ciag zaleznosci:

| & et = |-r || 5 S w7 e o]
Va5 (& -m()| Vol Za-Em)
:P[H(m—M(m)) HZE]— o2 = = 82,;2:1 =
Var Zn:gk] n
=#=_2 _Z'VarkZ::lEk

i |35, gz =0
czyli takze
0 [P ORIEN

a wigc zadana teze.
Innymi stowy, wykazaliSmy stochastyczng zbieznoS¢ ciagu {%z Ek} d
n k=1

wektora %kz_l m(Ey).

3.3. Uogdlnione prawo Chinczyna

W tej czesci pracy wykorzystamy uogdlniong (wielowymiarowa) postaé funkcji
charakterystycznej rozktadu prawdopodobiefistwa zaproponowang w pracy [Tatar
2004].

Definicja 5 [Tatar 2004]. Laczng funkcja charakterystyczng wektora losowego
E:Q — R'nazywamy funkcje ¢: R — C postaci V€ R: ()= E(e'"%).
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Wystepujaca w powyzszej definicji wektorowg potege dodatniej liczby rzeczy-

wistej a rozumiemy (por. takze [Tatar 2004]) jako kazde odwzorowanie postaci:
d:VXR,—R,

spetniajace warunki:

(i) d(e,,a)=1,

(i) Vv,weV:d(v+w,a)=d(v,a)-d(w,a),

(iti) Vv eV, k€ R:d(k-v,a)=[d(v,a)],

(iv) Vv,weV:d(w,d(v,a))= a"™)

W dowodzie gléwnego w tej czesci pracy twierdzenia uzyteczne takze beda
nastepujace dwa lematy.

Lemat 1. Niech dany bedzie wektor losowy &:Q — R* o funkcji charaktery-
stycznej ¢z. Niech ponadto a €R oraz v, < R’. Wéwczas funkcja charaktery-

_ it

styczna wektora losowego y =a-E+v, jest postaci @, (7)=e""" g (a-1).
Dowo6d. Wykorzystujac przypomniang powyzej definicj¢ 5 oraz wlasnoSci
warto$ci oczekiwanej, otrzymujemy:

cpn(t)=E(e’""“)=E(e"'"(”'§”0))=E(e’""”'§~e""'””)=e"”a»E(e"'<”">'§)=e"”0»cpg(crt).
Lemat 2. Niech dane beda niezalezne wektory losowe &,,&,,...,§,:Q— R’
o funkcjach charakterystycznych @¢ , @c,, ..., @¢, . Niech ponadto a;, a,,...,a, € R.
W(’)wczasn funkcja charakterystyczna wektora losowego y = ZH: a;- &, jest postaci
@(1)=Los(a1).
Dowdd. Z whasnoSci dziatania okre§lonego w definicji 5 mamy:
cpy(t)zE(ei-r-(alv§]+a2£2+...+an-§"))=E(@ivr-al-gl elteE. gt

Korzystajac nastepnie z niezalezno$ci wektoréw &, €, otrzymujemy:

(1) = B 50). B %) B(e" %) = g () (s 1) oo, (1),
czyli zadang tezg.
Przechodzimy do sformutowania oraz dowodu twierdzenia bedacego gtéwnym
wynikiem tej czesci pracy.

Twierdzenie 3 (uogélnione stabe prawo wielkich liczb Markowa). Niech
EnQ— R (k=1,2,3,...) bedzie ciagiem niezaleznych s-wymiarowych wektoréw
losowych o jednakowych rozktadach z warto$cig oczekiwang m= E(E; )= const.
Wéwcezas:

1 n
ﬁz Bk F—m.
k=1



Zbieznosé stochastyczna ciqgow wektoréw losowych 113

Dowdd. Niech ¢ oznacza funkcje charakterystyczng wektora losowego &§; —m
(takg sama dla wszystkich k=1,2,3, ...).
W tej sytuacji — wobec lematéw 1 i 2 — funkcja charakterystyczna wektora

losowego 1, = % > (& —m) jest postaci:

_ dnal )=l E0)]"

Korzystajac z rozwinigcia funkcji ¢ w punkcie %4 w szereg Maclaurina,
otrzymujemy:

, ¢ A4
@l 1)=[0(0)+@(0)  +ol )]
Z kolei, wobec wtasnoSci funkcji charakterystycznej ¢ oraz jej pierwszej
pochodnej @' mamy:
, ¢ £\]?
@)= 1+ E(- (&= m) gy +ol )]

czyli

17

(Pn,n(t)z[l"'O(%)] ’

a wiec takze
Ing,_,( t)=n-ln[1+0(%>].

Wykorzystujac powtdrnie rozwiniecie funkcji w szereg Maclaurina (tym razem
funkcji f(z)=1In(1+2z), czyli In(1+ z) =z +0(z)), otrzymujemy:

lncpn,n(t)=n-[0<%)].
Stad

limInc,, (1) =lim n-[o(55)]=0.
czyli takze
lim ¢, ,(7)=1.

n—oo

Skoro ciag funkcji charakterystycznych {cpn,”(t)} zmierza do funkcji charak-
terystycznej rozktadu jednopunktowego skoncentrowanego w zerze, wiec cigg
dystrybuant wektoréw losowych {n,} jest zbiezny do dystrybuanty tego rozktadu
(jednopunktowego skoncentrowanego w zerze). Wynika stad, Ze cigg wektoréw
losowych {§; —m} jest stocgastycznie (tzn. wedlug prawcniopodobieﬁstwa) zbiezny

do zera. Oznacza to, ze %kz (Ex—m) P~ 0, czyli %kz_l g, —— m. Otrzyma-

=1
liSmy wigc teze dowodzonego twierdzenia.
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4. Podsumowanie

W pracy zaproponowano uogdlnienie na przypadek wielowymiarowy dwdéch
twierdzen (znanych dla zmiennych losowych jednowymiarowych) dotyczacych
zbieznosci stochastycznej, czyli zbieznosci wedtug prawdopodobiefistwa, tj. stabych
praw wielkich liczb Markowa i Chinczyna. Twierdzenia te orzekaja, Ze jezeli ciag
wektorow losowych spetnia stosowne zatozenia, to cigg ich Srednich arytmetycz-
nych jest zbiezny wedtug prawdopodobiefistwa do §redniej arytmetycznej ich
warto§ci oczekiwanych. W przeprowadzonych dowodach wykorzystano ,,lgczne
momenty rozktadéw prawdopodobienstwa wektorow losowych”, ktére — dzigki
nowemu podej$ciu — sg rzeczywiscie charakterystykami wektoréw losowych nie
za$ jednowymiarowych zmiennych losowych bedacych funkcjami wspétrzednych
badanych wektoréw.
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Stochastic Convergence of Sequences of Random Vectors
(Abstract)

The paper presents a multidimensional generalisation (known for one-dimensional
random variables) of two theorems regarding stochastic convergence — that is, convergence
by probability. The generalised theorems are Markov’s and Chinchyn’s weak laws of
great numbers. Both lead to the theory that, with the appropriate assumptions, a sequence
of arithmetic averages of the random vectors converges their expected values to the
arithmetic average. The proof for this thesis uses ,,whole moments of the multidimensional
probability distribution”, which the author has proposed elsewhere. Their basis is
a definition of the power of a vector in a space with a scalar product.

Keywords: power of vector, moment of probability distribution, random vector, stochastic
convergence.
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