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Streszczenie

W artykule zaprezentowano wyniki badan zwigzanych ze stabilnoScia wybranych
wlasnoSci graféw zwyktych. Przedstawiono geneze i definicje k-domknigcia oraz stabil-
nos$ci Bondy’ego-Chvitala, a nastepnie rezultaty dotyczace stabilnosci wlasnosci grafow
zwyktych, dla ktérych stabilnos$¢ zostata doktadnie ustalona. Podano takze przyktady
prac, w ktérych wykorzystano pojecie domkniecia lub stabilnoSci.

Stowa kluczowe: domknigcie Bondy’ego-Chvitala, stabilno$¢ Bondy’ego-Chvitala,
wilasnos¢ graféw, grafy zwykte.

1. Wprowadzenie

Celem artykutu jest przedstawienie wynikéw badan zwigzanych ze stabilno-
Scig wybranych wtasnosci graféw zwyktych. Praca ma po czgsci charakter noty
bibliograficznej — wskazano w niej takze szerszg dokumentacje zrédtowg w celu
przeSledzenia aktualnych trendéw i implikacji prezentowanych kluczowych (histo-
rycznych juz) wynikow.

Przedstawiono genezg¢ i definicj¢ k-domknigcia oraz stabilno$ci Bondy’ego-
-Chvétala, a nastgpnie wyniki dotyczace stabilnosci wtasnosci graféw zwyktych,
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dla ktdrych stabilno$¢ zostata doktadnie ustalona. Wigkszo$¢ twierdzen zostato
podanych bez dowodu. Przedstawiono przede wszystkim te dowody twierdzen,
w ktérych zdecydowano si¢ poda¢ uzupetnienia. Na zakonczenie zaprezentowane
zostaly przyktady prac, w ktérych wykorzystano pojecie domknigcia lub stabil-
nosci.

Zapoczatkowany przez O. Orego [1960] kierunek badafi nad grafami Hamiltona
polegajacy na rozwazaniu sumy stopni dwéch niepotaczonych wierzchotkéw danego
grafu osiggnat szczyt w 1976 r., kiedy to J.A. Bondy i V. Chvétal [1976] wprowadzili
pojecie k-domkniecia grafu i stabilno$ci wtasnoSci graféw. Dla liczby catkowitej
nieujemnej k, k-domknigciem c/,(G) grafu G nazywamy graf otrzymany z grafu G
przez kolejne dodawanie krawedzi migdzy niepotaczonymi wierzchotkami,
ktérych suma stopni jest nie mniejsza niz k, az takich wierzchotkéw nie bedzie.
J.A. Bondy i V. Chvital [1976] pokazali, ze pojgcie domkniecia jest dobrze zdefi-
niowane, czyli jest jednoznacznie wyznaczone przez graf G bez wzgledu na kolej-
no$¢ dodawania krawedzi.

Niech k bedzie liczba catkowita. WtasnoS¢ P zdefiniowana dla wszystkich
graféw rzedu n jest k-stabilna, gdy prawdziwa jest implikacja: jesli dla dowolnego
grafu G rzedu n i dla dowolnych dwéch niepotaczonych wierzchotkéw u oraz v
grafu G takich, ze d () + d;(v) = k, graf G + uv ma wtasnos¢ P, to graf G ma
wtasnos$¢ P. Liczba k zwykle zalezy od liczby wierzchotkéw n grafu G. Stabil-
no$¢ s(P) wtasnoSci P to najmniejsza liczba catkowita taka, ze wiasnos$¢ P jest
k-stabilna. Pojecia te otworzyly nowy horyzont badan graféw hamiltonowskich
i innych wtasnosci graféw. Koncepcja domknigcia odgrywa bardzo wazng rolg
w badaniach dotyczacych istnienia cykli, Sciezek i innych podgraféw w grafach,
nie tylko zwyktych.

J.A. Bondy i V. Chvital [1976], wykorzystujac dowdd twierdzenia O. Orego
[1960], pokazali, ze jezeli u oraz v s3 dwoma niepotaczonymi wierzchotkami
grafu G takimi, ze d;(u) + d;(v) = n, to graf G jest hamiltonowski wtedy i tylko
wtedy, gdy graf G + uv jest hamiltonowski. Konsekwencja tego twierdzenia jest
twierdzenie, ze jesli G jest grafem takim, ze n = IV(G)l = 3 i ¢l (G) jest grafem
petnym, to graf G jest hamiltonowski.

Mimo ze czasami trudniej jest sprawdzi¢ wtasnos¢ P w grafie ¢l (G) niz
w grafie G, za to graf ,,blizszy” grafowi K, ma wiele interesujgcych wiasnosci.
Teoria domknigcia opiera si¢ na fakcie, ktéry zauwazyli J.A. Bondy i V. Chvétal
[1976], ze jesli wtasnoS¢ P jest k-stabilna i graf ¢/, (G) posiada whasnos¢ P, to graf
G tez posiada te wlasnos¢.

Autorzy ci pokazali [1976], ze graf ¢/ (G) moze by¢ skonstruowany z wykorzy-
staniem algorytmu dziatajacego w czasie wielomianowym O(n*). Wynik ten zostat
poprawiony przez J.L. Szwarcfitera [1987] — O(rn®). Jeszcze inny algorytm dziatajacy
w czasie O(n’) podat S. Khuller [1989], a ztozonos¢ obliczeniowg otrzymania grafu
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cl (G) wyznaczyt A. Monti [1996]. Co wigcej, J.A. Bondy i V. Chvatal pokazali, ze
jesli ¢l (G) = K , to dowolny cykl hamiltonowski w grafie K moze by¢ przetrans-
formowany do cyklu Hamiltona w grafie G w czasie O(n®). Z tych dwéch rezul-
tatow wynika, ze znalezienie cyklu Hamiltona w grafie, dla ktérego ¢l (G) = K ,
jest problemem wielomianowym, a ogdlnie jest to problem NP-zupeiny.

Zainspirowanie si¢ badaczy przedstawionymi wynikami przyczynifo si¢ do
rozwinigcia innych koncepcji domknigé. Wiekszo$¢€ z nich opiera si¢ na warun-
kach sumy stopni niepotaczonych wierzchotkdéw z pewnym globalnym parame-
trem grafu, a niektére dotyczg lokalnej struktury grafu. Wadg metody domknigecia
Bondy’ego-Chvitala jest to, ze ¢/ (G) moze by¢ grafem petnym tylko wtedy, gdy
IEG)] =[0,125(n + 2)2] [Clark, Entringer i Jackson 1980].

J.A. Bondy i V. Chvital [1976] ustalili stabilno$¢ dla wielu wlasnosci graféw.
Ogdlna metoda przeprowadzonego przez nich dowodu jest nastepujagca. Najpierw
dowodzi si¢, Ze dana wlasnoS$¢ jest k-stabilna. Nastgpnie podaje si¢ przykiad grafu,
ktéry pokazuje, ze uzyskana wartoS¢ k jest najmniejsza z mozliwych, co ustala
stabilno$¢ danej wtasnosci grafow.

W 1995 r. D. Amar i in. [1995] rozpoczeli studia nad domknieciem i stabilno-
Scig zrownowazonych graféw dwudzielnych. Dokonali podsumowania znanych
wynikéw badan oraz ustalili bistabilno$¢ dla kilku znanych wtasnoSci graféw
dwudzielnych zréwnowazonych.

W kolejnym punkcie artykutu przytoczone zostaly definicje i oznaczenia
uzywanych w nim pojg¢é. W przewazajacej czeSci notacja jest zgodna z zastoso-
wang w pracach J.A. Bondy’ego i U.S.R. Murthy’ego [1976] oraz F. Harary’ego
[1969].

2. Podstawowe definicje i oznaczenia

Liczbe elementéw zbioru X oznaczamy jako 1XI oraz [X]?:= {S: S c X, IS| = 2}.
Grafem zwyktym nazywamy parge G = (V, E), gdzie V Jest niepustym zbiorem
skonczonym i E < [V]?. Zbiér wierzchotkéw i zbidr krawedzi grafu G oznaczamy
odpowiednio jako V(G) i E(G), a przez IV(G)| = n oznaczamy rzad grafu.

Krawedz taczacag wierzchotki u oraz v oznaczamy przez uv, wtedy wierz-
chotek u oraz krawedz e = uv nazywamy incydentnymi.

Graf H nazywamy podgrafem grafu G, jesli V(H) c V(G) 1 E(H) < E(G).
Moéwimy wtedy, ze graf G zawiera albo posiada graf H. Podgraf H grafu G nazy-
wamy grafem cze$ciowym (podgrafem) grafu G, jesli V(H) = V(G). Podgrafem
grafu G indukowanym przez zbiér W c V(G) nazywamy graf G[W] := (W, E(G) N
N[W1P).Jesliv e V(G), e € E(G)i Wc V(G),to G —v = G[VIGN}, G —e =
=V(G), E(GN\e}) 1 G- W :=GIVIG\W], atakze G + ¢ := (V(G), E(G) U {e}).
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Jesli v e V(G), to przez N,(v) oznaczamy zbidr wierzchotkéw potaczonych
(sgsiadujacych) z wierzchotkiem v w grafie G. Stopief wierzchotka v w grafie G
oznaczamy jako d;(v) i d;(v) :=IN(v)l, natomiast minimalny i maksymalny stopief
wierzchotkéw grafu oznaczamy odpowiednio jako 8(G) i A(G). Graf G nazywamy
r-regularnym, jeSli kazdy jego wierzchofek jest stopnia r.

Niech G, =(V, E) i G, = (V,, E,) bedg grafami wierzchotkowo roztacznymi.
Potaczenie grafow G, * G, definiujemy nastgpujgco: G, *G,:= (V, U V,, E, U
VE,VE ) gdzieE ,:={uv:ue V,ve V] Sume grafow G, U G, definiujemy
nast@pujqco G,v G = (V1 U V,, E, U E,). Ponadto przez kG oznaczamy sumg k
kopii grafu G, a graf kK2 nazywamy skojarzeniem. Wtedy liczb¢ & nazywamy
rozmiarem skojarzenia.

Graf nazywamy spojnym, jesli nie mozna go przedstawi¢ w postaci sumy
dwdch graféw o roztacznych zbiorach wierzchotkéw.

Graf zwykty na n wierzchotkach taki, ze kazdy wierzcholek jest potaczony
ze wszystkimi pozostatymi, nazywamy grafem pelnym i oznaczamy jako K .
Spéjny graf zwykly dwuregularny na n = 3 wierzchotkach nazywamy cyklem
i oznaczamy jako C,. Cykl zawierajacy wszystkie wierzchotki grafu nazywamy
cyklem Hamiltona, a graf, ktéry posiada cykl Hamiltona, nazywamy grafem
hamiltonowskim.

Sc1equ P nazywamy graf powstaty z cyklu C, przez usunigcie jednej
krawedzi. Sc1ezk§; zawierajacg wszystkie wierzchotki grafu nazywamy Sciezka
Hamiltona.

O grafie niezawierajacym cyklu méwimy, ze jest acykliczny. Graf spdjny
acykliczny okreSlany jest mianem drzewa. Wierzcholek stopnia pierwszego
w drzewie nazywamy liSciem.

Dopetnieniem G grafu G nazywamy graf taki, ze V(G) =ViG)iee E(G)
wtedy i tylko wtedy, gdy e ¢ E(G).

Grafem p-dzielnym nazywamy graf G, ktérego zbiér wierzchotkéw mozna
podzieli€ na p niepustych roztacznych podzbioréw X, i = 1,2, ..., p tak, aby kazda
krawedz grafu G faczyta wierzchotek ze zbioru X; z wierzchotkiem ze zbioru X,
1 <i < j =< p. Graf p-dzielny petny oznaczamy przez le' Xl o, ; jest to taki graf
p-dzielny, w ktoérym kazdy wierzchotek ze zbioru X; ]CSt pochzony ze wszystkimi
wierzchotkami ze zbioru X, dla i # joraz 1 <i,j < p. Grafem p-dzielnym zréw-
nowazonym nazywamy taki graf p-dzielny, w ktérym IX| = 1XI, 1 <i,j < p.

Niech f1 g beda ciagami liczb rzeczywistych. Zapisujemy f(n) = O(g(n)) wtedy,
gdy istnieje stata dodatnia C taka, ze |f(n)l < Clg(n)!l dla dostatecznie duzych
wartoSci n. Méwimy, zZe ciag f(n) roSnie wielomianowo, jesli f(n) = O(n™) dla
pewnej dodatniej liczby catkowitej m.
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3. Geneza definicji ~~-domknigcia i stabilnos$ci wlasnosci graféow

W niniejszym artykule wszelkie rezultaty odnoszg si¢ do skonczonych graféw,
bez petli i krawedzi wielokrotnych. JeSli nie napisano inaczej, jako G oznaczono
graf zwykty rzedu n.

Inspiracja do wprowadzenia definicji domknigcia grafu przez J.A. Bondy’ego
i V. Chvatala [1976] bylo twierdzenie O. Orego [1960] opierajace si¢ na pomysle:
,,jesli graf ma wystarczajaco duzo krawedzi wiasciwie ulokowanych, jest hamilto-
nowski”. O. Ore rozwazat sume stopni kazdej pary niepotgczonych wierzchotkéw
grafu.

Twierdzenie 1. Jedli G jest grafem rzedu n = 3 takim, ze dla kazdej pary niepo-
taczonych wierzchotkéw u oraz v spetniony jest warunek d(u) + d;(v) = n,to G
jest grafem hamiltonowskim.

Dowaod. Zat6zmy, ze przy spetnionych zatozeniach teza twierdzenia nie jest
prawdziwa. Wtedy istnieje maksymalny niehamiltonowski graf G rzedu n = 3 spet-
niajacy zalozenia twierdzenia. Oznacza to, ze G nie jest grafem hamiltonowskim,
ale dla kazdej pary niepotgczonych wierzchotkéw u i v tego grafu graf G + uv
jest hamiltonowski. Skoro n > 3, graf G nie jest grafem petnym.

Ustalmy dwa niepotaczone wierzchotki u oraz v i rozwazmy graf H = G + uv,
ktéry jest grafem hamiltonowskim. Zauwazmy, ze kazdy cykl Hamiltona
w grafie H musi zawiera¢ krawedz taczaca wierzcholki u oraz v. Zatem w grafie G
istnieje Sciezka Hamiltona, ktdrej wierzchotkami koncowymi sa wierzchotki u oraz
v, tzn. vy, ... v, gdzie v, = u,v =v. Zauwazmy jeszcze, ze jeSliv, , € NG(u), to
v,€ No(v),dla1l<i<n-2,bow przeciwnym wypadku v v, v LYV

i+ 17i+2 " 1
bytby cyklem Hamiltona w grafie G (zob. rys. 1).

©
u=V, v, v,

Rys. 1. Sciezka i mozliwe potaczenia

Zrédto: opracowanie wlasne.

Dla kazdego wierzchotka potgczonego z u istnieje zatem wierzchotek ze zbioru
V(G —v), ktéry nie jest potaczony z v. Stad otrzymujemy, ze d,(v) <n — 1 —d(w),
sprzeczno$S¢ z d () + d (v)zn. B
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J.A.Bondy i V. Chvatal [1976] zauwazyli, ze wtasciwie O. Ore udowodnit co$§
wiecej — pokazat, ze:

Twierdzenie 2. Jesli u oraz v s3 dwoma niepofaczonymi wierzchotkami grafu G
takimi, ze d;(u) + d;(v) = n, to graf G jest hamiltonowski wtedy i tylko wtedy, gdy
graf G + uv jest hamiltonowski.

Dowdd. ,,=” Jezeli graf G jest hamiltonowski, to tym bardziej jest taki graf
G + uv, otrzymany z G przez dodanie krawedzi taczacych niepotaczone wierz-
chotki o sumie stopni nie mniejszej niz n.

»<=" Zatézmy, ze graf G + uv jest hamiltonowski, i przypu§émy, dla dowodu
nie wprost, ze graf G nie jest hamiltonowski. Stosujgc dokfadnie to samo poste-
powanie co w dowodzie twierdzenia Orego, otrzymujemy ostatecznie sprzecznos$¢
z zalozeniem o sumie stopni niepotagczonych wierzchotkéw. B

Definicja 1. k-domknigciem Bondy’ego-Chvitala grafu G rzedu n, oznaczanym
przez cl,(G), nazywamy graf otrzymany z grafu G przez kolejne dodawanie
krawedzi migdzy niepotagczonymi wierzchotkami u oraz v takimi, ze d (u) +
+d;(v) = k, az takich wierzchotkow nie bedzie.

Latwo zauwazy¢, Ze opisana operacja domykania grafu G rzedu n jest operacja
skoficzong (dodajemy krawedzie do momentu, az nie bedzie pary wierzchotkéw
niepotaczonych spelniajgcych warunek o sumie stopni lub wszystkie wierzchotki
bedg parami potaczone ze sobg). Pokazmy poprawnos¢ tej definicji. Skoro kolej-
no$¢ faczenia odpowiednich wierzchotkéw nie jest okre§lona, musimy udowodnié,
ze cl,(G) nie zalezy od kolejnosci dodawania krawedzi.

Twierdzenie 3. Jezeli G, oraz G, sg dwoma grafami otrzymanymi z grafu G
przez kolejne taczenie par niepotgczonych wierzchotkéw o sumie stopni co
najmniej réwnej £, to G, = G,.

Dowdd. Niech e, e,, ...,e; orazf . f,, ..., fJ beda odpowiednio ciggami krawedzi
dodawanych w grafie G w celu uzyskania k-tych domkni¢¢ G, oraz G,. Pokazemy, ze
kazdakrawedze ,m=1,2,..., j, jest krawedzig grafu G, oraz ze kazda krawedZ f
n=1,2,...,]j,jest krawedzig grafu G,.

Dla dowodu nie wprost zalézmy, ze e, = uv, p € {1, 2, ..., i}, jest pierwszg
krawedzig w ciggu e, e,, ..., e,, ktdra nie nalezy do zbioru krawedzi grafu G,.

Rozwazmy graf H=G + {e . e,, ..., e, .2 definicji grafu G, wynika, ze

d, ) +d,0) > k,

gdyz G, jest domknigciem grafu G. Ponadto z wyboru krawedzi e, wynika, ze H
jest podgrafem grafu G,, gdyz G, =G + {e,, e,, ..., ep_l} + {fp ,fer 1 ...,fj}. Zatem

dg ) +dg () =k,
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czyli zgodnie z definicja domknigcia grafu G wierzcholki u oraz v sg polgczone
w grafie G,, wigc krawedz e nalezy do zbioru krawedzi grafu G, co stanowi
sprzeczno$¢. Analogicznie dowodzimy, ze kazda krawedz f ,n=1,2, ..., j, nalezy
do zbioru krawedzi grafu G,. Wowczas otrzymujemy, ze G, = G,.

Rys. 2 przedstawia konstrukcj¢ domknigcia ¢/ (G).

cl(G)

Rys. 2. Konstrukcja domknigcia ¢/ (G)

Zrédto: opracowanie wlasne.
Latwo zauwazy¢, ze dla dowolnego grafu G rzedu n
G=cl, (G)ccl, ,(G)c..cc(G)ccl(G)=K,

gdzie H c G oznacza, ze graf H jest grafem czgSciowym grafu G.

O ogromnym znaczeniu definicji domknigcia Bondy’ego-Chvétala w teorii
graféw mowi nastgpujace twierdzenie, bedace podsumowaniem wczesniejszych
rozwazan.
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Twierdzenie 4. Graf G rzgdu n jest hamiltonowski wtedy i tylko wtedy, gdy
jego n-domknigcie ¢l (G) jest grafem hamiltonowskim. W szczeg6lnoSci G jest
grafem hamiltonowskim, gdy jego n-domknigcie jest grafem petnym.

Dowad. ,,=" Jesli graf G jest hamiltonowski, to tym bardziej jest taki graf
cl (G), otrzymany z G przez dodanie krawedzi tgczgcych niepotgczone wierz-
chotki o sumie stopni nie mniejszej niz n.

=" Jesli cl (G) = G, teza zostata udowodniona. Przypus$¢my, ze ¢l (G) # G.
Niech graf c/ (G) powstaje z grafu G poprzez dodanie krawgdzi e, e,, ..., e, gdzie r
jest liczbg catkowitg dodatnig, tzn. ¢l (G)=G +e, +e,+... +e.NiechG,=G + ¢, +
+...+e,dlai =1,2,...,r,wtedy G, =cl (G) =G, _, + e,. Skoro graf c/ (G)
jest hamiltonowski i krawedz e zostata dodana migdzy niepotgczonymi wierz-
chotkami w grafie G, _,, ktérych suma stopni jest nie mniejsza niz n, to na mocy
twierdzenia 2 graf G__, jest rowniez hamiltonowski. Powtarzajac przedstawione
rozumowanie jeszcze r — 1 razy, otrzymujemy, ze graf G jest hamiltonowski.

Twierdzenie 4 znacznie upraszcza dowody licznych warunkéw wystarczajacych
dla graféw hamiltonowskich, poniewaz warunek o sumie stopni nieincydentnych
wierzchotkéw jest mocniejszy od wielu innych warunkéw wystarczajacych.

Ponizej przedstawiono pojecie stabilno$ci wlasnosci graféw.

Definicja 2. Dowolny zbiér graféw P nazywamy wiasnoScig P.

Definicja 3. Jesli G € P dla pewnego grafu G, to méwimy, ze graf G ma
wlasnos¢ P.

Niech P bedzie wtasnoScig zdefiniowang dla wszystkich graféw rzedu n.

Definicja 4. WtasnoS¢ P jest k-stabilna, gdy prawdziwa jest implikacja: jezeli
w dowolnym grafie G dla dowolnych dwdéch niepotaczonych wierzchotkéw
u oraz v takich, ze d;(u) + d;(v) = k, graf G + uv ma whasno$¢ P, to graf G ma
wilasnos¢ P.

Liczba k zwykle zalezy od liczby wierzchotkéw n grafu G. Korzystajac z defi-
nicji 4, mozemy napisac: wlasno$¢ P jest k-stabilna, jesli
G nie ma wilasnosci P
u,v €V(Gyorazuv ¢ E(G) ;= dg(u) + dg(v) < k.

G + wuv ma wlasnos$¢ P

Zauwazmy, ze kazda k-stabilna wtasnoS$¢ jest (k + 1)-stabilna oraz ze kazda
wilasnos¢ grafow G jest (2n — 3)-stabilna, poniewaz suma stopni niepotgczonych
wierzchotkéw w grafie G rzedu n nie przekracza (n — 2) + (n — 2) = 2n — 4.

Definicja 5. Stabilno§¢ s(P) wlasnoSci P to najmniejsza liczba catkowita k taka,
7e wlasno$¢ P jest k-stabilna.
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Na mocy definicji 5 oraz podanych uwag stabilno$¢ dowolnej wiasnosci P
graféw spelnia nierownos¢ s(P) < 2n — 3.

4. Stabilno$¢ wybranych wlasnoSci grafow zwyklych

4.1. Najbardziej znane wlasnosci

Jesli nie podano inaczej, przedstawione w tym punkcie artykutu wyniki
pochodzg z pracy J.A. Bondy’ego i V. Chvitala [1976].

Twierdzenie 5. Wtasnos¢ P: ,,G jest hamiltonowski” spetnia s(P) = n.

Dowad. Korzystajac z twierdzenia 2 oraz na mocy definicji 4, otrzymujemy,
ze whasnos¢ ,,graf jest hamiltonowski” jest n-stabilna. Przyktad grafu K, | U K|
plus jedna krawedz pomigdzy K, |1 K, pokazuje, ze warto$S¢ n jest najmniejsza
z mozliwych!.

Twierdzenie 6. WtasnoS¢ P: ,,G zawiera cykl C,” spetnia

2n—k dla3<k<n, jedlik jestnieparzyste
s(P)={2n—k—-1 dla6<k<n, jeslik jestparzyste
n dla k e {4, n}

Dowadd. 1° Udowodnijmy najpierw, ze s(P) = 2n — k, je§li 4 <k <n ik jest
nieparzyste, oraz ze s(P) = n dla k = n. Jesli graf G + uv zawiera cykl C,, ale
graf G go nie zawiera, to G zawiera Sciezkg u,u, ... u,, gdzie u, = u, u, = v. Niech
H bedzie podgrafem indukowanym przez zbior wierzchotkéw {u: 1 <i < k}.
Wtedy graf H + uv jest hamiltonowski, ale A nie jest hamiltonowski. Korzystajac
z twierdzenia 5 dla grafu H, mamy

d ) +d;(v) <2n—k) +d,w+d,v) <2n—-k+k=2n-k.

Niech k bedzie liczbg nieparzysty. Rozwazmy graf P, , U I?n 14> 0ZNACZAJYC
przez v,, v,, ..., v, _, wierzchotki Sciezki P, ,,aprzezv, v, ...,v _,, u,v
wierzchotki grafu I?nf i+ 2 Wierzchotek u oraz wierzchotek v faczymy z wszyst-
kimi wierzchotkami ze zbioru {v,, :1=<i<05k -1} U{v, ,,v,...v, ,}
Otrzymany w ten sposob przyktad grafu® pokazuje, ze warto$é 2n — k jest
najmniejsza z mozliwych, gdy & jest nieparzyste i 3 < k < n. Jesli n jest parzyste
i k =n,to znéw przyktad grafu K, UK, plus jedna krawedz pomigdzy K 1K,
pokazuje, ze warto$¢ 2n — k = n jest najmniejsza z mozliwych.

! Przyktad ten oméwiono réwniez w pracy [Najman 2005].

2 Uogélnienie podane przez autora w pracy [Najman 2005].
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2° Niech k bedzie liczbg parzystg taka, ze 4 < k < n. Jesli graf G + uv zawiera
cykl C,, ale graf G go nie zawiera, to G zawiera Sciezkg u,u, ... u,, gdzie u, = u,
u, = v. Niech H bedzie podgrafem grafu G indukowanym przez zbidr wierz-
chotkow {u.: 1 <i < k}. Analogicznie jak w przypadku 1° d, () + d,,(v) < k. Jesli
u 1 v nie maja wspdlnego sasiada na zewnatrz H, to tez¢ udowadniamy nastepujaco:

d;w)+d;v)=n-k+d,w+d,(v)<n=2n-k-1.

Mozemy zatem zatozy¢, ze u i v maja wspdlnego sagsiada w na zewnatrz H.
Niech

A:={i:2<i<k,u jest potaczony z u },
B:={i:2=<i<k,v jest potgczony z u, |},

czyli d(w) = 1Al'1 d,(v) = IBl. Jesli d,(u) + d,,(v) < k — 1, to tezg udowadniamy
nastepujaco:

d ) +d;(v) <2n—-k) +d,w+d,(v) <2n-k-1.
Mozemy zatem zalozy¢, ze

Al + 1Bl > k - 1. ()

Oprécz tego:
ANB=0, (@)

poniewaz gdybyi € AN B,touuu,
Z (1)1 (2) wynika, ze

|-t ...ou, bytby cyklem C, w G.

AUB={2,3,..., k. 3)

Zauwazmy, ze 3 ¢ A, W przeciwnym razie uu,u, ... u,wu, bytby cyklem C,

w G. Podobnie (k— 1) ¢ B, w przeciwnym razie u,u, ...u, ,u,wu, bytby cyklem C,
w G. Zatem z (3) wynika, ze 3 nalezy do B i (k — 1) nalezy do A; to znaczy, ze
u, jest potgczony z u, oraz u, jest potaczony z u

Zauwazmy, 7€

k—-1°

jeA=>((+1)e A, @)
W przeciwnym razie Uyl (U e WU U bytby cyklem C, w G. Podobnie

jeB=(+1)¢ B, o)
W przeciwnym razie Wl Uy Uy Uy U \u, bytby cyklem C, w G.

Reasumujac, z (3), (4), (5) oraz informacji, iz 3 € B, wynika, ze kazdy niepa-
rzysty j (j < k) nalezy do B. W szczegdlnoSci (k — 1) € B, co przeczy zalozeniu, ze
(k—1eB.
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Przyktad grafu® zamieszczonego na rys. 3 pokazuje, ze warto$¢ 2n — k — 1
jest najmniejsza z mozliwych, gdy k = 6 jest parzyste. Dla wlasnosci zawierania
cyklu C, uzyskujemy o wiele lepszy rezultat — stabilno$¢ wynosi n — bedacy
konsekwencja twierdzenia 8 dla k = 2.

Rys. 3. Przyktad grafu ustalajacy stabilno§¢ wtasnosci z drugiego przypadku
z twierdzenia 6
Zrédto: opracowanie wiasne.

W 2002 r. B. Randerath, I. Schiermeyer, M. Tewes i L. Volkmann [Randerath
et al.2002] zauwazyli, ze dowdd twierdzenia 7 jest analogiczny do dowodu twier-
dzenia 6, wystarczy tylko przypisa¢ dowolny wierzchotek v do cyklu dtugosci k.
Mamy zatem nastgpujgce twierdzenie.

Twierdzenie 7. Wtasno$¢ P: ,,G zawiera cykl C, z wierzchotkiem v spetnia

2n—k dla3<k<n, jeslik jestnieparzyste
s(P)={2n—k-1 dla6<k<n, jeslik jest parzyste
n dlake{4,n}

3 Uogdlnienie podane przez autora w pracy [Najman 2005].
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Twierdzenie 8. Wtasnos$¢ P: ,,G zawiera K, Q=<k=n-2)" spetnia s(P) =n +
+k-2.

Twierdzenie 9. Wtasno$¢ P: ,,G zawiera P, (4 < k < n)” spetnia s(P) =n— 1.

Dowdd. Niech graf G + uv zawiera Sciezke w,u, ... u,, gdzie u; = u, u, = v.
Zatézmy, ze G nie zawiera zadnej Sciezki P,. Niech H bgdzie podgrafem induko-
wanym w grafie G przez zbior wierzchotkow {u.: 1 <i <k}. Wtedy graf (H * K) +uv
jest hamiltonowski, ale H * K| taki nie jest. Korzystajac z twierdzenia 5 dla grafu
H * K|, mamy

d,w+D+d,m+1)<k+1

Z drugiej strony wierzchotki u oraz v nie maja wspdlnego sasiada na zewnatrz H
(W przeciwnym razie G zawieratby P, ), czyli

d.w)+d (v)<n—k+d,w)+d,(v)<n-1.

Rozwazmy graf K, .U K,, oznaczajgc przez v,, v,, ..., v, _, wierzchotki
stopnia pierwszego, przez u wierzchotek stopnia n — 3 w grafie K, =, a przez
v oraz w wierzchotki grafu K,. Dodajemy k — 4 krawedzi v v,, v,v5, ..., v, v, ..
Otrzymany przyktad grafu* pokazuje, ze warto$¢ n — 1 jest najmniejsza z mozli-

wych.
Twierdzenie 10. Wtasno$¢ P: ,,G zawiera kK, (2k < n)” spetnia s(P) = 2k — 1.

Definicja 6. k-faktorem grafu G nazywamy k-regularny czeSciowy podgraf
grafu G. 1-faktorem grafu G nazywamy skojarzenie pokrywajace wszystkie wierz-
chotki grafu G.

Zauwazmy, ze graf G nieparzystego rzg¢du nie moze posiadaé k-faktora, gdy
k jest liczbg nieparzystg, zatem rozwazamy tylko przypadek, gdy kn jest liczbg
parzysta.

Twierdzenie 11. Wtasno$¢ P: ,,G posiada k-faktor (kn jest liczbg parzysta
19 <3k + 3 <n)” spetnia s(P) =n + 2k — 4.

Definicja 7. Graf G nazywamy k-wierzchotkowo spéjnym (k-krawedziowo
sp6jnym), jesli po usunigciu mniej niz k wierzchotkéw (mniej niz k krawedzi)
otrzymany graf jest grafem spdjnym.

Twierdzenie 12. Wtasno§¢ P: ,,G jest k-wierzchotkowo spéjny (k-krawedziowo
spojny) (k < n < 2)” spetnia s(P) =n + k— 2.

Definicja 8. Przez a(G) oznaczamy najwigkszg licznoS¢ zbioru niezaleznych
wierzchotkéw w grafie G (zadne dwa wierzchotki tego zbioru nie sa potaczone).

4 Przyktad podany przez autora w pracy [Najman 2005].
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Twierdzenie 13. Wtasno$¢ P: ,,a(G) < k (k < n)” spetnia s(P) = 2n — 2k — 1.

Definicja 9. Graf G nazywamy k-hamiltonowskim, jes§li po usunigciu co
najwyzej k wierzchotkéw z grafu G otrzymany graf jest grafem hamiltonowskim.

Twierdzenie 14. Wtasno$¢ P: ,,G jest k-hamiltonowski (k < n — 3)” spetnia
s(Py=n+k.

Definicja 10. Graf G nazywamy k-krawedziowo hamiltonowskim, jesli dla
dowolnego zbioru k krawedzi F, ktdre tworza parami roziaczne Sciezki w grafie G,
graf G posiada cykl Hamiltona zawierajacy wszystkie krawedzie ze zbioru F.

Twierdzenie 15. Whasno$¢ P: ,,G jest k-krawedziowo hamiltonowski (k < n — 3)”
spetnia s(P) =n + k.

Definicja 11. Graf G nazywamy hamiltonowsko spdjnym, jeSli dowolne dwa
wierzchotki w G sg potaczone Sciezkg Hamiltona.

Definicja 12. Graf G nazywamy k-hamiltonowsko spdjnym, jesli po usunigciu
co najwyzej k wierzchotkéw z G otrzymany graf jest hamiltonowsko spdjny.

Twierdzenie 16. Wlasno$¢ P: ,,G jest k-hamiltonowsko spéjny (k < n — 4)”
spetnia s(P)=n + k + 1.

Definicja 13. Graf G nazywamy trasowalnym, jesli zawiera Sciezk¢ Hamiltona.
Korzystajac z twierdzenia 9, gdy k = n, otrzymujemy:
Twierdzenie 17. Wtasno$¢ P: ,,G jest trasowalny (n > 4)” spetnia s(P) =n—-1. &

Przez W(G) oznaczamy najmniejszg liczbe parami roztacznych Sciezek pokry-
wajacych wszystkie wierzchotki grafu G.

Twierdzenie 18. Wtasnos$¢ P: ,,W(G) < k (k <n—1)” spetnia s(P) =n — k.

Definicja 14. Klika w grafie G nazywamy podgraf petny grafu G (nieko-
niecznie maksymalny).

Stabilnos$¢ wiasnoSci zawierania kliki K, nie byta znana az do 2000 r., gdy
H.J. Broersma, Z. Ryjacek i I. Schiermeyer [2000] podali przyktad grafu, ktéry
pozwala okresli¢ stabilno$¢ tej wiasnoSci.

Twierdzenie 19. WtasnosS¢ P: ,,G zawiera klikg K,” spetnia s(P) = 2n - 3.
4.2. Inne wlasnosci grafow zwyklych

Definicja 15. Obwodem grafu G nazywamy diugos$é najdtuzszego cyklu
w grafie G.
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Wielu matematykéw zauwazylo, ze wlasno$¢ P: ,,G posiada obwdd &k spetnia
s(P)=ndlak <n. W 1995 r.S. Brandt i H.J. Veldman [1997] pokazali to w naste-
pujacy sposob.

Twierdzenie 20. Jesli G jest grafem rzedu n, to obwdd grafu G réwna si¢ obwo-
dowi grafu ¢l (G).

Na mocy definicji 4 oraz twierdzenia 20 otrzymujemy:
Whniosek 1. Wiasno$¢ P: ,,G posiada obwdd k (k < n)” spetnia s(P) =n. B

W 1990 r. G.RT. Hendry [1990] wprowadzit pojecie cyklu rozszerzalnego oraz
grafu zawierajgcego cykl rozszerzalny.

Definicja 16. Cykl C w grafie G nazywamy rozszerzalnym (w G), jesli istnieje
cykl C' w G taki, ze V(C) € V(C") i IV(C")I = IV(C)l + 1. Jesli taki cykl C' istnieje, to
méwimy, ze cykl C moze by¢ rozszerzony do cyklu C' lub ze cykl C' jest rozsze-
rzeniem cyklu C.

Definicja 17. Graf G zawiera cykl rozszerzalny, je§li zawiera co najmniej jeden
cykl i kazdy niehamiltonowski cykl jest rozszerzalny.

Definicja 18. Graf G ma wtasno$¢ S, (3 < k < n — 1), jeSli kazdy niehamilto-
nowski cykl dtugoSci co najmniej & jest rozszerzalny.

G.R.T. Hendry [1990] wyznaczyt stabilno§¢ zawierania cyklu rozszerzalnego
w grafach w nastgpujacy sposob.

Twierdzenie 21. WtasnoS¢ S, jest (2n — k — 1)-stabilna, ale nie jest 2n — k — 2)-
-stabilna.

Na mocy definicji 5, 17 i 18 oraz twierdzenia 21 otrzymujemy:
Whiosek 2. Wtasno$¢ P: ,,G zawiera cykl rozszerzalny” spetnia s(P) =2n— 4. &
Ponizej przedstawiona zostala nastepna rzadko spotykana wtasnosc.

Definicja 19. Graf G jest k-liSciowo sp6jny, jesli dla dowolnego zbioru S < V(G)
oraz IS| = k < n graf G zawiera drzewo czg¢Sciowe F' takie, ze zbidr S jest zbiorem
wierzchotkéw wiszacych (liSci) drzewa F. Drzewo F nazywamy S-czg§ciowym
drzewem w G.

Zauwazmy, ze graf jest dwuliSciowo spojny wtedy i tylko wtedy, gdy jest
hamiltonowsko spdjny. W 1986 r. M.A. Gurgel i Y. Wakabayashi [1986] wykazali,
ze whasno$¢ ,,G jest k-liSciowo spdjny” jest (n + k — 1)-stabilna. Dopiero w 2000 r.
H.J. Broersma, Z. Ryjacek i I. Schiermeyer [2000] podali przyktad grafu, ktéry
pozwala ustali¢ stabilnos¢ tej wtasnosci.

Twierdzenie 22. Wlasno$¢ P: ,,G jest k-liSciowo spdjny” spetnia s(P) = n +
+k-1.
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Tabela 1. Zestawienie stabilno$ci wybranych wtasnosci graféw zwyktych
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Twierdzenie Wtasnos¢ P s(P)
5 »G jest hamiltonowski (zawiera cykl C))” n
6 ,»G zawiera cykl C, (3 <k =< n, k jest liczbg nieparzystg)” 2n—k
6 »G zawiera cykl C, (6 <k < n, k jest liczbg parzystg)” 2n—k-1
6 »G zawiera cykl C,” n
7 »G zawiera cykl C, z wierzchotkiem v (3 < k < n, k jest liczbg niepa- Ik

rzysta)”

7 ,,G zawiera cykl C, z wierzchotkiem v (6 < k < n, k jest liczbg parzystg)” | 2n—k—1
7 .G zawiera cykl C, z wierzchotkiem v” n
8 ,,GzawieraKz’k(ZskSn—Z)” n+k-2
9 ,,G zawiera Sciezke P @4 =<k=ny n—1
10 »G zawiera kK, (2k < n)” 2k—1
11 ,.G posiada k-faktor (kn jest liczbg parzysta i 6 < 3k <n < 3)” n+2k-4
12 ,,G jest k-wierzchotkowo lub k-krawedziowo spéjny (k < n —2)” n+k-2
13 »(G) <k (k<n)” 2n—-2k-1
14 ,.G jest k-hamiltonowski (k < n — 3)” n+k
15 .G jest k-krawedziowo hamiltonowski (k <n —3)” n+k
16 .G jest k-hamiltonowsko spdjny (k <n —4)” n+k+1
17 ,,G jest trasowalny 4 <n)” n—1
18 SWG)<kk=n-1) n—k
19 ,»G zawiera klike K ” 2n-3
20 ,,G posiada obwdd k (k < n)” n
21 ,,G zawiera cykl rozszerzalny” 2n-4
22 .G jest k-liSciowo spdjny” n+k-1

Zrédto: opracowanie wlasne.

5. Wybrane zastosowania domknigcia i stabilnoSci

W niniejszym punkcie artykutu podano przyktady prac, w ktérych znalazty
zastosowanie pojecia domknigcia i stabilnoSci oraz wyniki uzyskane w pracy
J.A. Bondy’ego i V. Chvitala [1976].

W 1989 r. D. Bauer i in. [1989] zastosowali pojecie domknigcia do udowod-
nienia warunku wystarczajacego dla graféw hamiltonowskich.

W 1990 r. H.J. Veldman [1990] udowodnit twierdzenie, dzigki ktéremu mozna
fatwo otrzymac kilka wynikéw typu Fana [Fan 1984]. Pokazat to na przyktadzie
kilku twierdzefi z A. Benhocine i A.P. Wojda [1987], wykorzystujac stabilno§¢
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nastgpujacych wilasnoSci: ,,G jest k-hamiltonowski”, ,,G jest k-hamiltonowsko
spojny” 1,,,(G) < k™.

W 1991 r. w pracach A.S. Hasratiana i N.K. Khachatriana [1991] oraz Y.-J. Zhu,
F. Tiana i X.-T. Denga [1991] zastosowano metody dowodéw J.A. Bondy’ego
1 V. Chvatala.

W 1993 r. R. Faudree i in. [1993] wprowadzili pojgcie petnego domknigcia
grafu i petnej stabilnoSci wtasnoSci graféw. Liczba petnego domknigcia (complete
closure number) cc(G) grafu G rzedu n nazywamy najwigksza liczbe catkowitg
k = 2n - 3 taka, ze c/,(G) = K. Dla przyktadu cc(K)) = 2n - 3, cc(K, — ) =
=2n-4,ccK) =01icc(G) =2r, gdy G jest grafem r-regularnym. Petna stabil-
nos¢ (complete stability) cs(P) wlasnosci P zdefiniowanej dla wszystkich grafow
rzg¢du n to najmniejsza liczba catkowita k taka, ze jeSli dla dowolnego grafu
cl(G) = K , to graf G ma wtasnos$¢ P. Liczba ta zwykle zalezy od n i spetnia
nieré6wnos¢ cs(P) < s(P), zatem wyniki uzyskane przez J.A. Bondy’ego
i V. Chvitala utatwity ustalenie petnej stabilnosci pewnych wtasnoSci grafow.

W 2002 r. B. Randerath i in. [2002] wykorzystali pojecie domkniecia do sfor-
mufowania warunkéw wystarczajacych dla ré6znych wiasnoSci (np. dla pancyklicz-
noSci, wierzchotkowej pancyklicznosci).

G.R.T. Hendry [1991] w 1991 r. wykorzystat pojecie bidomknigcia oraz
bistabilno§¢ wilasnosci ,,G jest hamiltonowski” graféw dwudzielnych zréwno-
wazonych, aby udowodni¢ wyniki swoich badafn dotyczacych zawierania cykli
rozszerzalnych w grafach dwudzielnych.
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Bondy-Chvatal’s Closure and Stability for Simple Graphs — Ideas,
Formalisation and Complement

The paper looks at several results from research on the stability of different graph
properties. Definitions of Bondy-Chvatal’s closure and stability for simple graphs are
first presented, followed by an overview of basic facts on the stability of selected simple
graph properties, for which stability has been established exactly. Proofs for theorems
concerning a new example are included. Papers in which closure operation or stability of
graph properties have been applied are also presented.

Keywords: Bondy-Chvital closure, Bondy-Chvital’s stability, graph property, simple
graphs.



