Ze SZYi‘y Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie
Naukowe 904

Metody analizy danych ISSN 1898-6447
Zesz. Nauk. UEK, 2013; 904: 19-36

Renata Wrobel-Rotter

Katedra Ekonometrii i Badan Operacyjnych
Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie

Estymowane modele rownowagi
ogolnej: zastosowanie metody
dekompozycji funkcji do oceny
zaleznoSci migdzy parametrami
postaci strukturalnej

i zredukowanej*

Streszczenie

W pracy oméwiono zagadnienia wykorzystania dekompozycji funkcji w estymowa-
nych modelach réwnowagi ogélnej do charakterystyki zalezno$ci migdzy parametrami
postaci strukturalnej i zredukowanej. Dekompozycja funkcji rzedu pierwszego jest trakto-
wana jako model regresji zaleznej od stanu i estymowana metodami nieparametrycznymi.
Wykorzystuja one dowolnie liczng probke Monte Carlo, wygenerowang z rozktadu praw-
dopodobienstwa dla wektora parametréw strukturalnych, opisujaca nieznang, nieliniowa
zalezno&¢. Estymacja oparta jest na technikach filtrowania i wygtadzania wywodzacych
sie z filtru Kalmana, zmodyfikowanych w sposob umozliwiajacy uwzglednienie znacznie
wiekszej zmiennoSci parametréw regresji w modelach zaleznych od stanu. Cato§¢ meto-
dologii zostata zilustrowana na przyktadzie zaczerpnietym z literatury.

* Praca powstata w ramach badan statutowych Katedry Ekonometrii i Badan Operacyjnych
Uniwersytetu Ekonomicznego w Krakowie. Autorka pragnie ztozy¢ podzigkowania Profesorowi
Jackowi Osiewalskiemu oraz uczestnikom seminarium Katedry Ekonometrii i Badan Operacyjnych
za komentarze i dyskusj¢ podczas prezentacji opracowania.
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Stowa kluczowe: dynamiczne stochastyczne modele réwnowagi ogélnej, analiza wraz-
liwosci, wielowymiarowa reprezentacja funkcji, filtr Kalmana, regresja o parametrach
zaleznych od stanu.

1. Wprowadzenie

Praca zostata po§wiecona zastosowaniom metod analizy wrazliwoSci w mode-
lach réwnowagi og6lnej i stanowi kontynuacje opracowania Obszary stabilnosci
rozwiqzania empirycznych modeli rownowagi ogolnej: zastosowanie metod
analizy wrazliwosci [ Wrébel-Rotter 2011b]. W szczegdlnosci tematem jest analiza
zwiazku migdzy parametrami postaci strukturalnej i zredukowanej modelu.
Strukturalne réwnania dynamicznego modelu rownowagi ogdlnej tworzg nieli-
niowe systemy racjonalnych oczekiwaf, ktdre po rozwigzaniu i liniowej aproksy-
macji podlegaja estymacji. Zwigzek migdzy parametrami postaci zredukowanej
i strukturalnej modelu ma charakter nieliniowy, a jego okre§lenie jest trudne ze
wzgledu na stosowanie aproksymacji, ma jednak kluczowe znaczenie dla uzytecz-
nos$ci modelu w analizach ekonomicznych. Celem opracowania jest prezentacja
sposobow znajdowania i przyblizania zaleznoSci faczacej parametry strukturalne
estymowanego modelu réwnowagi ogélnej z parametrami jego postaci zreduko-
wanej. Zagadnienia prezentowane w pracy, stanowigce niewielka cze$¢ metodo-
logii zwigzanej z estymacjq i analizag modeli rownowagi ogdlnej, zostaty zilustro-
wane na przyktadzie zaczerpnigtym z literatury.

2. Postaé strukturalna i zredukowana

System réwnan strukturalnych estymowanego modelu rownowagi ogdlnej
mozna zapisa¢ w postaci jednej funkcji wektorowej, warunkowej wzgledem usta-
lonego wektora parametréw strukturalnych 6, postaci:

ELf 5y Vs € 0)1=0, (1)

gdzie E oznacza operator wartoSci oczekiwanej, warunkowej wzgledem zbioru
informacji w momencie ¢, y; oznacza wektor wszystkich zmiennych endogenicz-
nych w modelu, € oznacza wektor egzogenicznych zaki6cen losowych i szokéw
wystepujacych w postaci strukturalnej. Jej rozwigzanie prowadzi do postaci zredu-
kowanej, umozliwiajgcej zapisanie reprezentacji modelu w przestrzeni stanéw,
ktora jest okreslana przez réwnanie przejscia:

5, = As,_, + Be,. @
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gdzie s, oznacza wektor stanu, elementy macierzy A i B sg nieliniowymi funkcjami
parametréw strukturalnych 6 modelu, oraz przez réwnanie obserwacji:

Y,=F+Cs, +v, 3

gdzie Y, jest wektorem zmiennych obserwowalnych, zas v jest wektorem zaktocen
losowych w réwnaniu obserwacji. Macierze parametréow A i B postaci zreduko-
wanej zawieraja kluczowe wielkoSci odpowiedzialne za wartoSci otrzymywanych
charakterystyk modelowej gospodarki. Spos6b rozwigzywania i aproksymacji
modeli racjonalnych oczekiwan nie umozliwia okreSlenia ich bezposredniego
powigzania z parametrami strukturalnymi 6, co powoduje, ze nalezy tutaj zasto-
sowaé dodatkowe metody, w szczegdlnoSci techniki stosowane w analizie wraz-
liwosci. W pracy zaprezentowano sposoby znajdowania i przyblizania zaleznoSci
aczacej parametry strukturalne 6 z parametrami macierzy przejScia A i B.

Ogdlna definicja analizy wrazliwo$ci (ang. sensitivity analysis) okresla,
w jakim stopniu niepewno$¢ zwigzana z wnioskowaniem o danym czynniku
wyjSciowym w modelu (np. parametrze postaci zredukowanej) moze zostac
przypisana do Zrédet niepewnoSci zwigzanych z poszczegdlnymi czynnikami
wejSciowymi (np. parametrami postaci strukturalnej). Pojeciem zblizonym do
analizy wrazliwoSci jest analiza niepewnoSci, ktéra ogranicza si¢ do czynnikéw
wyjsciowych w modelu. Do najwazniejszych prac z zakresu analizy wrazliwoSci
w modelach wielowymiarowych naleza: [Saltelli ef al. 2008, Saltelli et al. 2004,
Osidele 1 Beck 2004, Ratto 2006, 2008, Berliant 1 Dakhlia 1997 oraz Saltelli
2002]. Zaprezentowane w artykule zagadnienia sa kontynuacja zastosowafi metod
analizy wrazliwosci globalnej (ang. global sensitivity analysis, GSA) w modelach
réwnowagi ogélnej [ Wrébel-Rotter 2011b].

3. Reprezentacja funkcji

Metoda reprezentacji funkcji znajduje zastosowanie do przyblizonego okre-
Slenia charakteru nieliniowej i nieznanej zalezno$ci migdzy poszczegélnymi para-
metrami postaci zredukowanej i strukturalnej estymowanego modelu réwnowagi
ogolnej, ktore sg konsekwencja sposobu rozwigzywania modeli racjonalnych ocze-
kiwan [Ratto 2006, 2008]. Zostata ona zaproponowana w pracy [Sobol’ 2003].
Opiera si¢ na wykorzystaniu skoficzonej dekompozycji funkcji na elementy coraz
wyzszego rzgdu, znanej w literaturze pod nazwa wielowymiarowej reprezentacji
funkcji (ang. high dimensional model representation, HDMR) [Sobol’ 1993].
W przypadku modeli rownowagi ogélnej nieznana, nieliniowa funkcja parame-
tréw strukturalnych, f(0)= f(0,,....0,), stanowigca najczesciej element macierzy
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wspotczynnikéw postaci zredukowanej A i B, moze zosta¢ aproksymowana przez
skoficzong sume postaci:

k k k
FO=fo+ 2[00+ DD f;8,0)+ ot fiy 1 (6),....0)). @)
i i j>i

Sktadniki dekompozycji zalezg wytacznie od parametréw strukturalnych
modelu réwnowagi ogélnej odpowiadajacych indeksom danego elementu rozwi-
nigcia. W szczeg6lnoSci f(8) = f, (i = 1, ..., k) sa nazywane efektami gtéwnymi
(ang. main effects), elementy f(0., 9}.) = fl.j oznaczaja efekty interakcji drugiego rzedu
(ang. second order interaction effects), af,, , jest efektem interakcji k-tego rzg¢du.
Elementy dekompozycji s ortogonalne w przypadku niezalezno$ci parametréw
strukturalnych modelu, a sama dekompozycja jest jednoznaczna [Sobol’ 2003].
Poszczegdlne sktadniki sa definiowane przez odpowiednie warto$ci oczekiwane:

f,=E®), )
f0)=E®10) -, ©)
£,8.0) = E®10,,0) — f0) - f6) - £, ™)
£,,6,8,0)=E®16,6,0)—1,0,0)—,0,0)—f,0,6) 1) —f6) —£0) - £,
- .
fir 1(6,..0)=E©16,.0,)+... —kz‘;;ﬁ,(ek,eg— ;fk(ek)—fo. ®)

Elementy dekompozycji informuja, jak bardzo rozwazana funkcja parametrow
strukturalnych £(8) odchyla si¢ od Sredniego jej poziomu Jo w wyniku obecnosci
danego parametru strukturalnego badz ich grupy. Dekompozycja funkcji jest
uzasadniana na gruncie teoretycznym jako zalezno$¢ E(8| 0 wynikajgca z zagad-
nienia identyfikacji funkcji g(6)) jednego parametru, ktéra najlepiej aproksymuje
wyjSciowa zalezno§¢ f(é) = f(0,,...,0,) [Saltelli 2002]. Metoda aproksymacji
takich zaleznoSci zaktada dowolnie ustalony punkt odniesienia (ang. arbitrary
reference point) oraz ortogonalno§¢ parametréw strukturalnych. Oszacowana
dekompozycja funkcji jest wykorzystywana do budowy indekséw wrazliwoSci
umozliwiajacych okreSlenie, ktéra grupa parametréw ma najwigkszy wptyw na
ksztaltowanie si¢ danego parametru postaci zredukowanej. Bazuja one na uogdl-
nionej analizie wariancji, zaproponowanej w pracy [Sobol’ 2003], szczegétowo
omoéwionej w: [Sobol’ et al. 2007]. Zagadnienie budowy indekséw wrazliwoSci
z wykorzystaniem dekompozycji funkcji jest znane w literaturze pod nazwa
ANOVA HDMR (ang. analysis of variance HDMR). Istota tej metody polega na
konstrukeji skalarnej miary waznoSci wptywu danego parametru strukturalnego 6.
na zmienno$¢ f(0). Miara taka jest zdefiniowana przez iloraz (warunkowych
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wzgledem 0, wariancji czgstkowych V.= V(f/(0)) oraz wariancji bezwarunkowe;
(catkowitej) V = V(£(8)). Otrzymujemy w ten sposéb indeksy wrazliwosci postaci:
S.=V./V opisujgce efekty gtéwne, indeksy Sl.j =V./V obrazujace efekty drugiego
rzedu, wynikajace wytacznie z zaleznoSci migdzy parametrami (ang. second
order interaction effects) itd. W przypadku dekompozycji funkcji rzedu pierw-
szego rozwazamy wylacznie indeksy oparte na efektach gtéwnych. Symbol ,,i” jest
nazywany rzedem albo wymiarem indeksu wrazliwoSci.

4. Dekompozycja funkcji jako model regresji

Odchylenia nieznanej funkcji parametréw strukturalnych f(6 ) od jej wartosci
oczekiwanej f,, dla dekompozycji funkcji rz¢du pierwszego, postaci:

f®)~f,=f,0,)+ .. +f(®,)+R, )

mozna potraktowaé jako model regresji zaleznej od stanu (ang. state dependent
regression, SDR):

f(éz) ~fo=p,;©,)0,+..+p,©,)6, +R, (10)

gdzie indeks ¢ oznacza kolejne obserwacje, w szczegélnoSci realizacje pocho-
dzace z symulacji Monte Carlo, p,/(®,), ..., p,/(0,) sa wspétczynnikami regresji
zaleznej od stanu 0, z ktérych kazdy jest funkcjg wytgcznie odpowiadajgcego mu
parametru strukturalnego 6., R ~ N(0, 6*) oznacza sumy sktadnikéw wyzszych
rzedow, traktowane jako zmienne losowe o niezaleznych rozktadach normalnych,
o zerowej warto$ci oczekiwanej i nieznanej wariancji 6°. Kazdy ze sktadnikéw
dekompozycji pierwszego rzgdu fi(0,) jest funkcjg wytgcznie jednego parametru
strukturalnego 0, , co oznacza, ze parametry regresji zaleznej od stanu p,(8,) sa
ksztattowane wytacznie przez pojedyncze zmienne wejSciowe 6,. Implikuje to
réwnos¢ pomiedzy elementami dekompozycji pierwszego rzgdu a wspétczynni-
kami regresji zaleznej od stanu:

[0,)=p;6,8,=p,9,. a1
Ostatecznie model podlegajacy estymacji przyjmuje postac:
f®)-f,=p 0, + .. +p0, +R. (12)

Estymacja wspofczynnikéw p,, jest rownowazna estymacji elementéw f(6.)
dekompozycji funkcji pierwszego rzedu, ktére nastgpnie stuzg do budowy
indeksow wrazliwosci. Metody estymacji elementow drugiego i trzeciego rzg¢du
prezentuja m.in. [Ratto e al. 2004, Ratto 2008]. Dostgpno§¢ dowolnie licznego
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zbioru obserwacji ilustrujgcego zalezno$¢ parametrow strukturalnych i postaci
zredukowanej, pochodzacego z symulacji Monte Carlo powoduje, zZe do oszaco-
wania dekompozycji funkcji mozna wykorzysta¢ podejScie nieparametryczne.
Metody te wywodzg si¢ z technik stosowanych do identyfikacji skomplikowanych
zwigzkow nieliniowych, wystepujacych w ukfadach dynamicznych charakteryzu-
jacych sie ztozong strukturg stochastyczng, przy zatozeniu dostepnoS$ci znacznej
liczby danych empirycznych [ Young 2000]. Do ich estymacji najczgsciej wyko-
rzystuje si¢ modele regresji zaleznej od stanu systemu (ang. state dependent
parameters, SDP), w szczegdlnoSci model regresji o wspétczynnikach zmiennych
w czasie (ang. time variable parameters, TVP).

Ogodlna posta¢ modelu regresji o parametrach zaleznych od stanu, dopuszcza-
jaca rowniez wystgpowanie zmiennych egzogenicznych (ang. state dependent
auto-regression with exogenous variables, SDARX), przedstawia si¢ nastgpujaco
[Young 2000]:

y,=2,p,+€,€~NQO,0%,

gdzie '\, =[~y, | =y, _, =Y, , U, _g5 .U, _g_ |zawiera opoznienia zmiennej
zaleznej y, oraz biezace i opdznione wartoSci pojedynczej zmiennej niezaleznej u,,
wektor parametréw:

p.=la,@) a,x) - a,) b)) - b, %)=

13
= [pl(xt) pZ(Xt) “'pn(xt) pn + I(Xt) “'pn +m+ l(xt)]'

zawiera wspotczynniki a(x), i = 1, ..., n, oraz bj(xt),j =0,1, ..., m, zalezne od
stanu x, = [z, U'], za§ U, jest wektorem czynnikow innych niz u, moggcych miec
wptyw na zalezno$¢ y, i u,, n i m oznaczaja rzedy opéznief, 6 jest warto$cig opoz-
nienia pozwalajacg na ujecie réznicy migdzy momentem wystgpienia zmiany
w wartoSci u, a pojawieniem sig¢ jej efektu w y . W kontekscie zastosowania regresji
zaleznej od stanu do estymacji dekompozycji funkcji w analizie estymowanych
modeli rownowagi ogélnej przyjmujemy 6 =0, m =0,n =0, U, = 0, co implikuje
z,=u,ip =[b,x) = [p()]. Oznacza to ograniczenie do zera liczby opdznien
zmiennej niezaleznej, pozostawienie wylacznie biezacych jej wartoSci oraz elimi-
nacj¢ elementéw autoregresyjnych. W przypadku zastosowania dekompozycji
funkcji w modelach réwnowagi ogélnej zmienng niezalezng stanowig parametry
strukturalne ©, .

Model SDARX powstal jako uogélnienie modelu regresji liniowej stosowane
do uktadéw dynamicznych o charakterze stochastycznym, polegajace na uzalez-
nieniu warto$ci parametrow regresji od pofozenia, w jakim znajduje si¢ system
w danym momencie. Szczegdlnymi przypadkami sa:
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a) modele regresji o wspétczynnikach zmiennych w czasie TVP, uzyskane po
eliminacji zalezno$ci parametréow od stanu systemu i pozostawieniu wylacznie
mozliwosci ich stopniowej ewolucji w czasie: p,=[p, P, Py, o1 >

b) modele regresji zaleznej od stanu SDP, uzyskane po eliminacji zmiennych
egzogenicznych i pozostawieniu czgSci autoregresyjne;j.

Estymacja parametréw modelu regresji zaleznej od stanu opiera si¢ na meto-
dach stosowanych standardowo w ekonometrii nieparametrycznej do szacowania
parametrow regresji o wspolczynnikach zmiennych w czasie [Wasserman 2006,
Hirdle 1994]. W modelach TVP zaktada si¢ dla wspdtczynnikéw powolna, stop-
niowg ich ewolucje w czasie, podczas gdy w modelach SDP dopuszcza si¢ znaczng
zmienno§¢ parametrow regresji, wynikajgca z ich bezpoSredniego powigzania
z wektorem stanu . Powoduje to, ze techniki stosowane dla modeli o parametrach
zmiennych w czasie stajg si¢ nieadekwatne i podlegaja modyfikacji; szczegdtowy
dyskusje tego zagadnienia zawiera praca [ Young 2000]. W praktyce do niepa-
rametrycznej identyfikacji zaleznoSci wspétczynnikéw regresji od wektora stanu
stosuje si¢ procedure wygtadzania szeregu czasowego w ustalonych przedzialach,
pofaczonag ze specjalnym sortowaniem danych oraz algorytmem iteracyjnej esty-
macji pojedynczych parametréw regresji (ang. back-fitting procedures). Efektem
takiej estymacji jest ilustracja zaleznoSci pomiedzy poszczeg6lnymi parametrami
regresji i wektorem stanu w formie zbioru (wykresu) punktéw, ktéry nastgpnie
jest podstawg do estymacji modelu parametrycznego o statych wspétczynnikach,
najczesciej wielomianu.

Estymacja dekompozycji funkcji jako modelu regresji zaleznej od stanu,
w zastosowaniu do estymowanych modeli réwnowagi ogdlnej, przebiega wedtug
nastepujacych ogélnych etapow:

1) okreslenie procesu stochastycznego opisujacego zmienno$¢ wspéiczyn-
nikéw p. , ktore sg najcz¢Sciej reprezentowane przez procesy btgdzenia losowego;

2) wygenerowanie probki losowej z rozktadu prawdopodobiefistwa dla 0
(rozktadu a posteriori albo a priori) i uzyskanie wektora warto§ci opisujacych
nieznang zalezno$¢ migdzy wspétczynnikami postaci zredukowanej i parame-
trami strukturalnymi;

3) nieparametryczna estymacja wspdtczynnikéw p, na podstawie uzyskanej
probki Monte Carlo, sktadajaca si¢ z dwdch zasadniczych etapow:

a) zastosowania rekursywnych metod estymacji, wykorzystywanych w przy-
padku modeli o parametrach zmiennych w czasie do identyfikacji zaleznoSci
parametréw regresji zaleznej od stanu od zdefiniowanych zmiennych stanu.

b) parametryzacji zidentyfikowanej nieparametrycznie zaleznoSci migdzy
zmiennymi stanu a wspéiczynnikami postaci zredukowanej, modelem o statych
wspofczynnikach, estymowanym najczgSciej metoda najwiekszej wiarygodnosci.
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5. Technika estymacji modeli o parametrach zaleznych od stanu

Stosowanie procedury nieparametrycznej estymacji modeli regresji o wspot-
czynnikach zaleznych od stanu badZ zmiennych w czasie wymaga przyjecia
zatozen dotyczgcych procesu ksztattujgcego ewolucje p,, najczgsciej ujmujg-
cego ich zmienno$¢ w sposéb stochastyczny. Zmiennos$¢ kazdego z parametréw
regresji p, opisuje si¢ przez dwuwymiarowy stochastyczny wektor stanu x, = [/, d. ],
sktadajgcy si¢ z dwoch procesow, [, oraz d,, odpowiadajacych za zmiang poziomu
oraz nachylenia krzywej reprezentujacej parametr. Opis dynamiki stocha-
stycznych zmiennych stanu x, najczesciej jest dokonywany poprzez uogélnione
procesy btadzenia losowego (ang. generalized random walk, GRW), zdefiniowane
w formie réwnania przestrzeni standw:

o 50
xl.t=le”_1+Gin,.t,E={ B},Gi={ },i=1,2,...,m+n+1, (14)
’ 0y 0 ¢
gdziem; , =[M,; , My, ,]' jest wektorem sktadnikéw losowych o zerowej wartosci

oczekiwanej oraz diagonalnej macierzy kowariancji Q,,» bedacych Zrédiem
stochastycznych zmian parametréw w modelu regresji. Szczegélnym przypadkiem
GRW jest skalarny proces btgdzenia losowego otrzymany po zatozeniu B=y=
=g =0 oraz a.=98 = 1, ktéry sprowadza si¢ do zaleznosci /. = li,_y+m,, oraz
l..= p,., najczgSciej przyjmowanej w praktyce do opisu zmiennoSci paramet-
réw p,, w zastosowaniach dotyczgcych modeli rownowagi ogélnej. Parametry
a, B, 7,8, € oraz elementy macierzy kowariancji Q, ., zwane w tym kontekScie
hiperparametrami, nie s3 znane i podlegaja estymacji, najczesciej metoda najwigk-
szej wiarygodnosci; szczegdty zawiera praca [ Young 2000].

Model regresji jest nastepnie zapisywany w formie przestrzeni stanéw skfa-
dajacej si¢ z réwnania przejScia, powstatego poprzez agregacj¢ indywidualnych
réownan dla poszczegdlnych parametrow, oraz rownania obserwacji, taczacego
wektor stanu ze zmienng obserwowalna:

x,=Fx _, +Gn, 15)
Y, =Hpx, + p, (16)
gdzie x, =[x, x}, ...x, . I’ F oraz G s3 macierzami blokowo-diagonalnymi,

zbudowanymi z macierzy F, oraz G, 1, jest wektorem zawierajagcym wektory
zaktocefi M, , niezaleznym od zaktdcefi réwnania obserwacji [, 0 macierzy
kowariancji Q zbudowanej z indywidualnych macierzy kOW&rlanCJl. Qni‘ Macierz
H=1[-y, | =Y, _5=Y,_, U _g- U, _s_,1 Wprzypadku zatozenia skalarnego
procesu bfgdzenia losowego dla p, .
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Zasadniczym elementem nieparametrycznej estymacji modeli regresji o para-
metrach zaleznych od stanu jest filtrowanie i wygtadzanie szeregu danych z zasto-
sowaniem procedur wywodzacych sie z filtru Kalmana. Sktada si¢ ona z dwéch
zasadniczych etapéw: w pierwszym nastepuje filtrowanie uzyskanej probki Monte
Carlo za pomoca rekursywnie stosowanej metody najmniejszych kwadratéw,
natomiast w drugim dokonuje si¢ estymacji pojedynczych parametréow regresji za
pomocg wygtadzania obserwacji w ustalonych przedziatach (ang. fixed interval
smoothing, F1S), potaczonego ze specjalnym sortowaniem danych. Filtrowanie
probki Monte Carlo zachodzi wedtug nastgpujacych formut [ Young 2000]:

%y, ,=F%_,orazP, | =FP _ F+GQG), 17)

the—1 t

gdzie wektory poprawek sa dane przez:

+PI|I 1 [1+HtPt|t 1 ] (yt tlr—l) (18)

P =P

t thr—1

+P, HI[l+HP, HI'HP (19)

tht—1 totlr—1

oraz Q = Q/G? jest macierzg okreslajacy iloraz wariancji zaktdcen losowych 1, do
wariancji resztowej 6%, oraz P, = P’/ 62, gdzie P’ oznacza macierz kowariancji
btedu predykcji wektora stanu. Wygtadzanie metoda FIS oparte jest na nastepuja-
cych zaleznoSciach:

Sy =F [,y + GO,GL, (20)
U= P\, H, JIFL ~H. 0, -H_ 3 JoazL=0, @

P, =P +PF P

+1|N[Pr+1|N t llt] t+1ItFPz’ (21)

gdzie I oznacza macierz jednostkowa. W modelach regresji zaleznej od stanu
zmienno$¢ parametrow regresji p,(x,) jest znacznie wigksza niz zmiennoS¢ p,,
w modelach o wspoétczynnikach zmiennych w czasie, co jest konsekwencjg ich
bezpoSredniego powigzania ze zmiennymi stanu. Powoduje to nieadekwatno§¢
przyjmowanych w modelach TVP zatozen, w szczeg6lnoSci dotyczacych stoso-
wania uogélnionych proceséw btadzenia losowego do opisu dynamiki wspot-
czynnikow regresji. Proponowanym w praktyce rozwigzaniem ad hoc jest zmiana
kolejnosci danych w taki sposdb, aby uzyskana zmienno$¢ parametréw dla obser-
wacji posortowanych byta mniej gwattowna niz w szeregu wyjsciowym [ Young
2000].

Algorytm estymacji parametréw regresji zaleznych od stanu sprowadza si¢ do
znalezienia wstepnych ocen parametréw regresji 132| ~ Z zastosowaniem procedur
estymacji modeli o wspétczynnikach zmiennych w czasie, a nastepnie ich kory-
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gowania poprzez estymacje FIS regresji pomocniczych dla pojedynczych wspot-
czynnikOw regresji postaci:

yj = DPiuZip> (23)

gdziey, =y, —ZZ it ﬁ5| v+ k oznacza kolejng iteracj¢. Indywidualne parametry
regresji sa szaccf\f\;ane po kazdorazowym posortowaniu y' i z, rosngco wzgledem z,,
[Young 2000]. Estymacja FIS regresji pomocniczych jest powtarzana do momentu
ustabilizowania si¢ wartoSci wspétczynnika determinacji badZ spefnienia innego
kryterium zbieznoSci. Parametry wygtadzania niezbedne do estymacji FIS sa
optymalizowane metodg najwigkszej wiarygodnoSci.

Nakreslona metoda estymacji parametréw regresji zaleznej od stanu stanowi
0g6lna technike nieparametrycznej estymacji nieliniowych, stochastycznych
systeméw zaproponowang w konteks$cie mechanistycznego podejscia do modelo-
wania danych empirycznych (ang. data-based mechanistic modelling), w ktérym
najwazniejszym elementem jest uzyskanie modelu opisujacego ksztaltowanie si¢
badanego zjawiska. Metody nalezace do tej klasy nie zostaty doktadnie opraco-
wane pod wzgledem warunkéw niezbednych do okreslenia kryterium zbieznoSci,
w szczeg6lnoSci nie sg znane warunki stabilnoSci algorytmu FIS oraz wtasnoSci
statystyczne estymatorow parametrow regresji i macierzy kowariancji. PodejScie
to stanowi alternatywe dla innych metod estymacji, ze wzgledu na prébe iden-
tyfikacji charakteru nieliniowoS§ci wystepujacego w danych przed ostateczng
estymacja modelu parametrycznego (np. aproksymacji wielomianami). Umozliwia
to stosowanie mniej sparametryzowanych modeli niz w przypadku np. sieci neuro-
nowych [Young 2000].

6. Przyktad empiryczny

Zastosowanie metod dekompozycji funkcji do oceny zaleznoSci migdzy para-
metrami postaci strukturalnej i zredukowanej w estymowanych modelach réwno-
wagi ogolnej zostat zilustrowany na przyktadzie zaczerpnigtym z pracy [Rabanal
i Rubio-Ramirez 2005], ktéry pierwotnie zostat zaproponowany w publikacji
[Erceg, Henderson i Levin 2000]. W modelu zdefiniowano nastepujace zmienne:
zagregowany produkt y , stope procentows r,, wskaznik inflacji &, oraz wskaznik
zmiany ptacy nominalnej 7}, realng ptace w’, zaktocenia stochastyczne obecne
w preferencjach konsumentéw g, oraz technologii producentéw posSrednich a,,
naktad pracy n,, koszt krancowy produkcji dodatkowej jednostki dobra posred-
niego mc, oraz krafcowg stopg¢ substytucji migdzy konsumpcja a pracg mrs,.
Model w postaci strukturalnej ma nastgpujaca postaé:
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Vi :Eryt+l_G(rr_Etﬁt+1+Etgt+l_gt)’ (24)
mrs,=G Yy, +yn —g,, (25)

o A 1-B6. )(1-6 P
nr = BEtnrH + %(’nr‘gt -W )’ (26)
y,=a,+1-o)n,, 27)
me, =w, +n,—y,, (28)
wi=w_ +7t) -7, (29

(1-o)(1-6,P)1-86,)

ft, =BE,(&,,)+ 5 (roGE-1) (mc, +€)), (30)
=0 (=P (YR, +Y,0,) +E], (€2))

a, =p,a,_, +¢€; (32)

8 =Pg8 1 TE, (33)

gdzie gf = [gf gf € gf‘]' oznacza wektor zaktdcen losowych (szokéw) postaci struk-
turalnej, 6=[a.cBye0,p, v, v,P,P, 0, €,] zawiera parametry strukturalne.
Szczegdtowe wyprowadzenie réwnafi mozna znaleZé m.in. w pracach: [Wrébel-
-Rotter 2011a, c, 2012b]. Model ten byt réwniez wykorzystywany do ilustracji
zagadnien estymacyjnych i numerycznych w pracach: [Wrébel-Rotter 2011b,
2012a]. Przyktad ten zostat réwniez wykorzystany do ilustracji zagadniefi zwigza-
nych z modelami DSGE potaczonymi z wektorowg autoregresja: [ Wrdbel-Rotter
2013d, b, c, a, e]. Prace te stanowig kontynuacj¢ badan zwigzanych ze stosowaniem
estymowanych modeli réwnowagi ogdlnej w praktyce, ktére poprzedzajg artykuty
wprowadzajace w tematyke: [Wrébel-Rotter 2012¢, d] 1 wezedniejsze, ogdlniejsze
prace: [Wrébel-Rotter 2007c, a, b, 2008].

Implementacje numeryczng wykonano w pakiecie Dynare, wykorzystujac
dodatkowe procedury opracowane przez EU Joint Research Centre w Isprze [Adje-
mian et al. 2011]. W ocenie zaleznoSci miedzy parametrami postaci strukturalnej
1 zredukowanej, w estymowanym modelu réwnowagi ogélnej probka losowa jest
generowana z rozktadu a posteriori, w praktyce wykorzystuje si¢ realizacje otrzy-
mane z algorytmu Metropolisa i Hastingsa. W przypadku zastosowania dekompo-
zycji funkceji do analizy modelu przed jego estymacja badZ w modelach kalibrowa-
nych prébke losowg generuje si¢ z przyjetych rozktadéw prawdopodobiefistwa dla
parametréw strukturalnych, w szczegdélnoSci z rozktadu a priori. Dekompozycja
funkcji jest wykorzystywana do zbudowania indekséw wrazliwosci, ktére odgry-
waja kluczowa role w okresleniu parametréw strukturalnych majacych najwigkszy
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wplyw na parametry postaci zredukowanej badz inng charakterystyke modelu,
i stuzy zwykle jako narzedzie wstepnej analizy modelu.

W ramach zastosowania dekompozycji funkcji w estymowanych modelach
réwnowagi ogélnej najczeSciej analizuje si¢ nastgpujace zagadnienia:

1. Dla danej zmiennej endogenicznej rozwaza si¢ parametry strukturalne
majace najwigkszy wptyw na wspoétczynniki postaci zredukowanej znajdujace si¢
przy jej op6Znieniach oraz opdZnieniach pozostatych zmiennych endogenicznych.

2. Dla danej zmiennej endogenicznej okresla si¢ parametry strukturalne majace
najwigkszy wplyw na wspétczynniki w réwnaniu postaci zredukowanej znajdu-
jace si¢ przy zmiennych ujmujacych egzogeniczne zaktdcenia losowe (szoki).

3. Dla kazdego z parametrow strukturalnych zestawia si¢ wszystkie indeksy
wrazliwosci, co pozwala na wskazanie parametréw strukturalnych niemajacych
znacznego wplywu na zaden z parametréw postaci zredukowanej. Oznacza to, ze
zmienno§¢ parametru strukturalnego nie koresponduje ze zmienno$cig parametru
postaci zredukowanej i jej nie implikuje.

Ze wzgledu na poprawno§¢ zastosowania algorytmu estymacji dekompozycji
funkcji zwykle przed wykonaniem obliczefi dokonuje si¢ oceny ksztattu rozktadu
interesujacej nas funkcji parametréw strukturalnych f (), w celu znalezienia
najlepszej jej transformacji, tak aby otrzymany rozktad byt jak najbardziej zbli-
zony do rozkfadu gaussowskiego. W praktyce stosuje si¢ najprostsze transformacje
logarytmiczne, logarytmiczno-kwadratowe w przypadku symetrycznych grubych
ogondéw badz skosne logarytmiczne dla rozktadéw asymetrycznych. W przypadku
rozwazanej aplikacji zastosowano arbitralnie transformacje logarytmiczno-
-kwadratowg wspodtczynnikow postaci zredukowanej, co implikuje budowe
dekompozycji funkcji dla postaci:

f(ét) ~fo=exp 0,5(f,0,) + .. +£,0,) + R). (34

Najczesciej w zastosowaniach praktycznych modeli réwnowagi ogdlnej
obiektem zainteresowania sg wspétczynniki postaci zredukowanej wystepu-
jace w dwodch réwnaniach: inflacji i stopy procentowej znajdujace si¢ przy
opdznionej stopie procentowej r,_, i zaktéceniu monetarnym €. Analiza wraz-
liwosci sprawdza, ktdry z parametréw strukturalnych 6, najbardziej wptywa na
ksztattowanie sig sity reakcji biezacego wskaznika inflacji t, na poziom stopy
procentowej z okresu poprzedniego r, | oraz — analogicznie — jak zmienia si¢
wspofczynnik postaci zredukowanej opisujgcy odpowiedz inflacji Tt na zako-
cenie strukturalne €. Podobnie rozwazamy wpltyw parametréw strukturalnych 6.
na wspotczynniki postaci zredukowanej w rownaniu stopy procentowej, opisujace
zaleznoS¢ r, od r, | oraz €. Analizujemy zatem cztery wspétczynniki postaci
zredukowanej, majgc na celu okreSlenie, ktéry z parametréw strukturalnych 6. ma
najwigkszy wptyw na ksztattowanie si¢ sity wptywu szoku monetarnego € na
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inflacjg 1t i stopg procentowq r, oraz wptywu opdznionej stopy procentowej r, |
na jej biezgcy poziom r, oraz biezgcg inflacj¢ 7. Na rys. 1 przedstawiono indeksy
wrazliwoSci S, dla wspotczynnika przy zaki6ceniu monetarnym € znajdujgcego
si¢ w rownaniu inflacji T oraz aproksymacje elementow pierwszego rzgdu dekom-
pozycji funkcji dla logarytmiczno-kwadratowej transformacji wspétczynnika
wraz z 99,9-proc. przedziatami ufnosci (linie przerywane). Linie ciaggte, bedace
wykresami efektow gtéwnych f,(0), przedstawiajg udziat kazdego z parametrow
strukturalnych 6, w zmiennoSci poddanego transformacji wspétczynnika postaci
zredukowanej wokot jego Sredniej. Na osi odcietych znajduje si¢ parametr postaci
strukturalne;.

Obliczone indeksy wrazliwoSci wskazuja, ze najwickszy wplyw na ksztat-
towanie si¢ wspotczynnika postaci zredukowanej przy zakidceniu monetarnym
wystepujacym w rownaniu inflacji ma parametr strukturalny Op, odpowiedzialny
za 53% catkowitej jego zmiennoSci. W dalszej kolejnoSci znaczacy wptyw majg
rowniez parametry p, oraz ¥, wyjasniajace odpowiednio 24% i 19% zmiennoSci
wspolczynnika postaci zredukowanej; pozostate parametry strukturalne nie maja
istotnego znaczenia. Analogiczna interpretacja dotyczy wynikéw uzyskanych dla
wspotczynnika postaci zredukowanej znajdujacego si¢ przy opdznionej stopie
procentowej w réwnaniu inflacji (nieilustrowane). Indeksy wrazliwoSci wskazuja,
ze najwigkszy wptyw na jego ksztattowanie si¢ ma parametr p, z postaci struktu-
ralnej, odpowiedzialny za 53% catkowitej jego zmiennosci. W dalszej kolejnosci
znaczacy wpltyw majg rowniez parametry 9 oraz Y, wyjasniajgce odpowiednio
33% i 12% zmiennoSci wspotczynnika posta01 zredukowanej

Analogiczne rozwazania dla réwnania stopy procentowej w postaci zredu-
kowanej modelu (nieprezentowane na rysunkach) prowadzg do wniosku, ze
wspotczynnik przy zaktoceniu monetarnym € jest ksztattowany przez parametry
Gp, p,Corazy, ktére wyjasniaja odpowiednio 29%, 22%, 18% oraz 16% jego
zmiennoSci. Znikomy wptyw ma parametr 6 , okoto 1%. Wspétczynnik przy
opoznionej stopie procentowe;j jest ksztattowany gtownie przez parametr p , dla
ktérego indeks wrazliwoSci wynosi 53%, oraz przez parametry 6 G oraz v,
dla ktérych otrzymujemy odpowiednio 18%, 11% oraz 10%. Zaprezentowana
kroétka analiza pozwala stwierdzié, ze w rozwazanym modelu réwnowagi ogdlnej
istotne z perspektywy analiz ekonomicznych parametry postaci zredukowanej sg
ksztattowane przez zaledwie kilka parametrow postaci strukturalnej. Omawiany
model stanowit przedmiot analiz we wczesniejszej pracy [ Wrébel-Rotter 2012a].
Wskazano w niej, Ze parametr SP jest trudno identyfikowalny, obserwowana byta
wrazliwo$¢ oceny punktowej i rozktadu a posteriori na zmiang rozkladu a priori,
ujawniaty si¢ tez problemy ze zbieznoS$cig oraz stabilnoScig numeryczng.

Analiza efektéw gtéwnych wskazuje, ze dodatnie wartoSci f(8,) implikujg
duze, co do wartoSci bezwzglednej, poziomy wspétczynnika postaci zreduko-
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wanej, i ma charakter poglagdowy. Duze wartoSci parametru strukturalnego p, oraz
male dla Gp implikuja wysokie, co do warto$ci bezwzglednej, warto§ci wspotczyn-
nika postaci zredukowanej w rownaniu inflacji, znajdujace sie przy zakidceniu
monetarnym € . Niewielkie wartoSci p, oraz znaczne dla 61) implikuja bliskie zera
wartoSci wspétczynnika postaci zredukowanej. Wspétczynnik ten jest podstawa
do budowy funkcji odpowiedzi impulsowych, stad jego istotne znaczenie dla
wnioskéw ekonomicznych wynikajacych z modelu, w szczegdlnosci dotyczacych
sity i kierunku oddziatywania szokéw. Analogiczna interpretacja dotyczy wspot-
czynnika przy opdznionej stopie procentowej w réwnaniu inflacji, ktérego duze
poziomy korespondujg z duzymi wartoSciami parametru strukturalnego p, oraz
matymi dla Bp. W réwnaniu dla stopy procentowej znaczne wartosci wspdtczyn-
nikéw przy opdznionej stopie procentowej oraz zakidéceniu monetarnym kore-
spondujg z duzymi wartoSciami parametru strukturalnego p, oraz matymi dla Op.
Niskie wartoSci p, oraz wysokie Gp implikuja niskie co do wartoSci bezwzglednej,
bliskie zera, wartoSci tych wspétczynnikéw. Kluczowe parametry postaci zredu-
kowanej stanowigce podstawe do konstrukcji charakterystyk ekonomicznych
modelowej gospodarki sg ksztaltowane przez zaledwie kilka parametréw postaci
strukturalnej, w szczegdlnoSci przez Gp, p, oraz Y . Zaprezentowana metodologia
pozwala w praktyce na ogdlne okreslenie dynamicznej relacji taczacej wybrane
parametry postaci zredukowanej z parametrami postaci strukturalnej, a w szcze-
gblnosci okreslenie istniejgcego w modelu zwigzku inflacji ze stopg procentowg
i szokiem monetarnym oraz relacji taczacej biezaca stopg procentowg z jej opdz-
nieniami i szokiem monetarnym.

7. Podsumowanie

Praca przedstawia zastosowanie metod dekompozycji funkcji do analizy
nieznanego 1 nieliniowego zwigzku migdzy parametrami postaci strukturalne;j
i zredukowanej estymowanego modelu rownowagi ogdlnej. Dekompozycja funkcji
pierwszego rzedu jest traktowana jako model regresji zaleznej od stanu, ktéry
estymuje si¢ technikami nieparametrycznymi, opartymi na filtrowaniu i wygta-
dzaniu uzyskanej z symulacji Monte Carlo prébki losowej. Oszacowane elementy
dekompozycji funkcji stuzg budowie indekséw wrazliwoSci, informujacych
o wplywie kazdego z parametréw strukturalnych na wybrany parametr postaci
zredukowanej. Uzyskane rezultaty dostarczajg ogélnego opisu zaleznosci migdzy
parametrami strukturalnymi a kluczowymi parametrami postaci zredukowanej,
determinujgcymi charakterystyki ekonomiczne uzyskiwane na podstawie modelu.
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Empirical General Equilibrium Models: Application of High Dimensional
Model Representation to Characterise the Relationship between Structural
and Reduced Form Coefficients

The paper presents the application of high dimensional model representation to
characterise the relationship between structural and reduced form coefficients of
estimated general equilibrium models. The function representation is considered a state-
-dependent regression that is estimated non-parametrically, based on Monte Carlo sample,
and generated from the probability distribution of structural parameters. The estimation
method consists of recursive filtering and smoothing algorithms, derived from the
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Kalman filter, enhanced with special data re-ordering, to capture strong variability of
the parameters in the state-dependent regression. The estimated function decomposition
is used to build sensitivity indices. The methodology presented is illustrated with an
example from the literature.

Keywords: dynamic stochastic general equilibrium, sensitivity analysis, high dimensional
model representation, Kalman filter, state-dependent auto-regression with exogenous
variables.



