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Streszczenie

Analiza gtéwnych skfadowych (PCA) polega na transformacji zmiennych pierwotnych
w zbiér nowych wzajemnie ortogonalnych zmiennych, zwanych gtéwnymi sktadowymi.
Funkcjonalna analiza gtéwnych (FPCA) sktadowych ma zalety klasycznej analizy glow-
nych sktadowych, dodatkowo umozliwia analiz¢ danych o charakterze dynamicznym.
Podstawowg réznicg migdzy tymi dwiema metodami jest rodzaj danych: PCA bazuje na
danych wielowymiarowych, natomiast FPCA na danych funkcjonalnych. Danymi funk-
cjonalnymi sg krzywe i trajektorie, czyli ciag indywidualnych obserwacji, a nie pojedyn-
cza obserwacja. Celem artykutu jest pokazanie mozliwoSci wykorzystania funkcjonalnej
analizy gléwnych sktfadowych do badania zjawisk opisanych danymi wzdtuznymi (longi-
tudinal data). Przyktad wykorzystania tej metody omdéwiony w artykule opiera si¢ na
analizie zmiany liczby studentéw w czasie w wybranych krajach europejskich. Mozliwo-
Sci wizualizacyjne metody pozwalajg na poréwnanie krajow i wyodrgbnienie obserwacji
odstajacych.

Stowa kluczowe: dane funkcjonalne, dane wzdtuzne, funkcjonalna analiza gtéwnych
sktadowych, szkolnictwo wyzsze.
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1. Wprowadzenie

Analiza gtéwnych sktadowych (PCA) polega na transformacji zmiennych
pierwotnych w zbiér nowych wzajemnie ortogonalnych zmiennych, zwanych
gtéwnymi sktadowymi. Metodg te¢ wykorzystuje si¢ do konstrukcji map percepciji,
stosuje si¢ ja takze na etapie doboru zmiennych jako metod¢ redukcji danych.
PCA umozliwia ponadto opis zjawisk z punktu widzenia nowych kategorii
spoteczno-ekonomicznych zdefiniowanych przez czynniki gtéwne (zob. [Harman
1975, s. 154-160; Hair et al. 1998]).

Klasyczna analiza gtéwnych skfadowych nie jest jednak odpowiednia do
analizy danych o charakterze dynamicznym. Na analize¢ takich danych pozwala
m.in. dynamiczna analiza giléwnych skfadowych lub funkcjonalna analiza gtéw-
nych skfadowych.

Dynamiczne modele czynnikowe umozliwiajg uzyskanie syntetycznej infor-
macji o ksztattowaniu si¢ zmiennoSci duzego zbioru danych, wykorzystywane s3
do konstruowania prognoz (gtéwnie krétkookresowych) i monitorowania zjawisk.
Istota metody sprowadza si¢ do agregacji duzej liczby potencjalnych zmiennych
objasniajacych do kilku wzajemnie niezaleznych czynnikéw, ktére nastgpnie
wykorzystywane sg do prognozowania wybranej zmiennej. Réwnanie progno-
styczne opisujace zaleznoSci pomigdzy zmiennymi prognozowanymi a czyn-
nikami ma zwykle posta¢ liniowg. Oprécz czynnikéw w réwnaniu tym mogg
wystgpi€ ich opdznienia, a takze sktadniki o charakterze autoregresyjnym.

Funkcjonalna analiza gtéwnych sktadowych (FPCA) pozwala okre§li¢ nature
danych, ksztatt trajektorii w czasie. Zaréwno klasyczna, jak i funkcjonalna analiza
gtéwnych sktadowych pozwalajg dokonac rzutu wielowymiarowych danych
na przestrzefi o duzo mniejszym wymiarze przy jednoczesnym zachowaniu
maksimum informacji (w tym przypadku zmienno$ci danych). Analizowana
metoda polega na znalezieniu takich skfadowych, ktérych iloczyn skalarny
z danymi daje maksymalng zmienno§¢. Pierwsza skfadowa wyjasnia najwigcej
zmienno§ci, druga jest prostopadta do pierwszej i wyjaSnia maksymalnie duzo
z pozostalej czgSci zmiennoSci danych. Podstawowa réznicg miedzy tymi dwiema
metodami jest rodzaj danych: PCA bazuje na danych wielowymiarowych, nato-
miast FPCA na danych funkcjonalnych [Ramsay i Silverman 2005, Ramsay,
Hooker i Graves 2009].

Celem artykutu jest analiza zmiany liczby studentéw w czasie w krajach euro-
pejskich. Badanie obejmuje nie tylko tendencjg, ale takze tempo zmian liczby
studentéw w czasie. Zastosowano funkcjonalng analize gtéwnych skfadowych,
ktérej mozliwoSci wizualizacyjne pozwalaja na poréwnanie krajéow i wyodreb-
nienie obserwacji odstajacych.

Obliczenia zostaty wykonane w programie R (v.2.15.0, pakiet fda i fda.usc).
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2. Metoda badawcza

Danymi funkcjonalnymi sg krzywe i trajektorie, czyli ciag indywidualnych
obserwacji, a nie jak zwykle pojedyncza obserwacja. Chociaz dane funkcjonalne
czesto s3 wyrazone w czasie (zalezg od czasu), to ich zakres i cel sg zupetnie inne
niz szeregéw czasowych. Analiza szeregéw czasowych ma na celu modelowanie
lub prognozowanie danych, natomiast funkcjonalna analiza danych pozwala bada¢
nature danych, ksztatt trajektorii w czasie [Ingrassia i Costanzo 2005].

Dane funkcjonalne posiadajg realizacje dyskretne. Niech y, = ((yl.(tl), v,
ey yl.(tp)) bedzie prébkowym pomiarem zmiennej ¥ w czasie ¢, 1,, ..., 1, dla i-tej
jednostki (i =1, 2, ..., n). Dane y, nazywane sg surowymi danymi funkcjonalnymi
(raw functional data). Dane te przeksztatca si¢ zgodnie z procedurami wygta-
dzajacymi, np. za pomocg liniowych kombinacji K znanych funkcji bazowych,
na odpowiednig funkcje x(7), ktora jest wtaSciwg postacig funkcjonalng danych.
Zbior X, = ((xl(t), X0, ... xn(t)) nazywany jest funkcjonalnym zbiorem danych
(functional dataset) [Daniele 2006, Hall, Miiller i Wang 2006].

Techniki statystyczne dla funkcjonalnych danych zaktadaja, ze funkcje opisu-
jace dane nalezg do przestrzeni Hilberta: s funkcjami rzeczywistymi okreslo-
nymi na przedziale domknigtym, catka kwadratéw tych funkcji jest skoficzona
(tzn. norma funkcji jest skonczona).

Klasyczna analiza gtéwnych sktadowych stuzy do eksploracji zmiennoSci
w wielowymiarowym zbiorze danych. Wykorzystujgc wartoSci wlasne macierzy
wariancji dla danych PCA, za jej pomoca wyznacza si¢ sktadowe, ktére wyjasniajg
zmienno$¢ w obserwowanym zbiorze danych. Dla kazdej sktadowej gléwnej ustala
sie fadunki czynnikowe na wszystkich zmiennych, okre§lajace wariancj¢ wyja-
Sniong przez dang skfadowa [Harman 1975].

W przypadku funkcjonalnej analizy gtéwnych sktadowych kazda gtéwna
sktadowa wyrazona jest przez funkcj¢ wagowa giéwnych sktadowych (principal
component weight function), inaczej nazwang funkcja wtasna (eigenfunction)
Ej(t) zalezng od czasu [Daniele 2006]. Funkcja wtasna maksymalizuje wariancj¢
funkcji gtéwnych sktadowych:

v(t,8) 2 3 L () =% () (5) - X (5))- o

n-1:3

Analogicznie do klasycznej PCA problemem w funkcjonalnej analizie gléw-
nych skfadowych jest rozktad wariancji funkcji:

v(6.5)=3 ME ()5, (5), 0)
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gdzie A, € () spetniajg réwnanie wiasne:

(v(s).8,)=15/(s), 3)

a wartoSci wlasne sa dodatnie i niemalejace:

def

A= f%j. (t)v(t, $)E,(s)drds. )
T
Funkcje wtasne spetniaja warunek:
Je)dr=1 oraz  [g(1)E(r)di=0 (i<)). ®)
T T

Wyniki gléwnych sktadowych dla i-tego obiektu w zbiorze danych sg zdefinio-
wane nastepujgco:

wi) = <x,-’§,> :fﬁ(t)xi(t)dt. (6)

Funkcje wtasne okreslajg gtéwne sktadowe zmiennoSci migdzy probkowymi
funkcjami x, [Ingrassia i Costanzo 2005, Hall, Miiller i Wang 2006].

3. Przebieg badania

Spadek liczby ludnoS$ci oraz starzenie si¢ spoleczenstw skutkuja wieloma
niekorzystnymi zmianami o charakterze ekonomicznym i spotecznym. Demogra-
ficzne tsunami wptywa rowniez na sytuacje szkolnictwa wyzszego. Od kilku lat
w szkotach wyzszych w wigkszoSci krajow Europy liczba studentéw spada, co
znaczaco wplywa na ograniczenie mozliwosci rozwoju szkolnictwa wyzszego.

W celu uniknigcia bezposredniego poréwnywania liczby studentéw w przepro-
wadzonych analizach wykorzystano zmienng bedacg stosunkiem liczby studentow
w danym roku do liczby studentéw w pierwszym badanym roku.

Badaniem objeto kraje europejskie, dane pochodzily z baz Eurostatu. Poczat-
kowo zakfadano uwzglednienie wszystkich krajéw Europy, jednak brak danych
dla niektérych pafistw spowodowat konieczno§¢ zawezenia zakresu czasowego
(lata 2000-2009) oraz przestrzennego (28 pafistw). Z tego powodu wsrdd panstw
poddanych analizie nie znalazta si¢ m.in. Francja (tabela 1).
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Tabela 1. Zmiana liczby studentéw w czasie

Kraj 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009
Austria 100 | 1,12 | 098 | 0,79 | 082 | 0.84 | 0,87 | 090 | 098 | 1,06
Belgia 100 | 1,00 | 1,03 | 105 | 1,08 | 1,09 | 1,11 | 111 | 1,13 | 1,19
Bulgaria 100 | 095 | 0,87 | 0,88 | 0,87 | 091 | 0,93 | 099 | 101 | 1,05
Cypr 100 | 1,15 | 1,34 | 1,75 | 2,00 | 193 | 198 | 2,13 | 247 | 2,98
Czechy 100 | 1,03 | 112 | 1,13 | 126 | 133 | 1,33 | 143 | 1,55 | 1,64
Dania 100 | 1,00 | 103 | 107 | 1,05 | 123 | 121 | 123 | 122 | 124
Estonia 100 | 108 | 1,03 | 1,09 | 122 | 126 | 127 | 128 | 127 | 128
Finlandia 100 | 1,03 | 1,05 | 108 | 111 | 113 | 1,14 | 104 | 1,15 | 110
Hiszpania 100 | 1,00 | 1,00 | 1,01 | 1,01 | 099 | 098 | 097 | 097 | 098
Holandia 100 | 1,03 | 1,05 | 108 | 111 | 1,16 | 1,17 | 119 | 124 | 1,27
Irlandia 100 | 1,04 | 100 | L13 | 117 | 116 | 1,16 | 119 | 1,11 | 1,14
Islandia 100 | 1,05 | 120 | 138 | 1,52 | 1,57 | 1,63 | 1,64 | 172 | 175
Litwa 100 | 1,02 | 122 | 1,37 | 1,50 | 160 | 1,63 | 1,64 | 1,68 | 173
Lotwa 100 | 1,13 | 1,21 | 130 | 140 | 143 | 144 | 142 | 140 | 137
Macedonia 100 | 1,09 | 121 | 124 | 126 | 134 | 131 | 1,58 | 177 | 1,77
Malta 100 | 1,08 | 115 | 142 | 125 | 1,50 | 141 | 1,55 | 1,50 | 1,64
Niemcy 100 | 1,00 | 1,05 | 1,09 | 1,13 | 1,10 | 1,11 | 111 | 1,09 | 1,19
Norwegia 100 | 100 | 103 | 1,11 | 102 | 1,02 | 1,12 | 1,13 | 1,11 | 1,15
Polska 100 | 1,02 | 121 | 126 | 129 | 134 | 136 | 1,36 | 1,37 | 136
Portugalia 100 | 1,04 | 105 | 1,07 | 1,06 | 102 | 098 | 098 | 1,01 | 1,00
Rumunia 100 | 1,08 | 129 | 142 | 1,51 | 163 | 1,84 | 2,05 | 2,33 | 243
Stowacja 100 | 1,06 | 112 | 1,16 | 121 | 133 | 146 | 1,60 | 1,69 | 173
Stowenia 100 | 1,09 | 118 | 121 | 125 | 1,34 | 137 | 138 | 138 | 1,36
Szwecja 100 | 1,03 | 1,10 | 120 | 124 | 123 | 122 | 1,19 | 1,17 | 1,22
Turcja 100 | 1,08 | 1,14 | 124 | 194 | 207 | 231 | 242 | 249 | 2,88
Wegry 100 | 108 | 1,16 | 128 | 1,38 | 143 | 144 | 141 | 1,35 | 1,30
Wielka Brytania | 1,00 | 1,02 | 1,11 | 1,13 | 1,11 | 1,13 | 1,15 | 1,17 | 1,15 | 1,19
Wiochy 100 | 1,02 | 105 | 1,08 | 1,12 | 1,14 | 1,15 | 115 | 1,14 | 1,14

22000 r. — rok bazowy.

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie [Eurostat Statistics... 2012].

Wielko$ci zmian liczby studentéw w badanym okresie dla wybranych panstw
europejskich przedstawia rys. 1. Pogrubiona krzywa oznacza §rednig dla bada-
nych panstw. Rok 2000 byt rokiem bazowym, w zwigzku z czym dla tego roku
wskaznik dla wszystkich pafistw przyjmuje warto$¢ 1.
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Wartosé
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Rys. 1. WielkoSci zmian liczby studentéw w czasie
Zrédto: opracowanie wlasne z wykorzystaniem programu R.
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Rys. 2. Wykres osypiska

Zrédto: opracowanie wtasne z wykorzystaniem programu R.

Wykres pokazuje, jak zmienia si¢ liczba studentéw w czasie. Srednia liczba
studentéw w badanym okresie ro$nie, jednak trudno jest wskazaé, w ktérych
krajach tempo zmian jest podobne. W tym celu przeprowadzono funkcjonalng
analize gtéwnych skfadowych.
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Rys. 3. Wyodrebnione funkcjonalne gtéwne sktadowe
Zrédto: opracowanie wasne z wykorzystaniem programu R.

Na podstawie wykresu osypiska (rys. 2) ustalono liczbe funkcji sktadowych,
a nastgpnie wyodrebniono te funkcje (rys. 3).

Pierwsza funkcjonalna gtéwna sktadowa, na rys. 3 oznaczona linig ciagta, wyja-
Snia 85% zmiennoSci wspdlnej, natomiast druga, oznaczona linig przerywana — 7%.

Podobnie jak w klasycznej analizie czynnikowej gtéwne sktadowe nalezy
zinterpretowad, jednak w przypadku danych funkcjonalnych interpretacja jest
trudniejsza. Praktyczne wyjasnienie funkcjonalnych gtéwnych sktadowych
utatwiaja wykresy odchylenia kazdej ze sktadowych od Sredniej (rys. 4).

Z rys. 4a wynika, ze pierwsza sktadowa odpowiada za ogdlng tendencje. Przyj-
muje warto§ci dodatnie (rys. 3), zatem dla danego kraju dodatni tadunek na tej
sktadowej oznacza, ze krzywa opisujaca wielko§¢ zmian liczby studentéw lezy
powyzej Sredniej.

Druga skfadowa pokazuje tendencje w pierwszych latach w odniesieniu do
lat ostatnich (,,poczatek kontra koniec”) — poréwnuje zatem okres do 2007 r.
z okresem po 2007 r. (rys. 4b). Dodatni tadunek na drugiej skfadowej oznacza, ze
tempo zmian na poczatku badanego okresu byto wigksze od Sredniej, natomiast na
koncu tego okresu tempo byto mniejsze od Srednie;.

Funkcjonalna analiza czynnikowa pozwala na wizualizacj¢ danych umozliwia-
jaca poréwnanie badanych obiektow. Rys. 5 zawiera rzut danych na ptaszczyzne
wyznaczong przez dwie funkcjonalne gtéwne sktadowe.
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a) Pierwsza funkcjonalna gléwna sktadowa b) Druga funkcjonalna gtéwna skfadowa
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Rys. 4. Odchylenia funkcjonalnych giéwnych sktadowych od Sredniej
Zrédto: opracowanie wiasne z wykorzystaniem programu R.
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Rys. 5. Rzut obiektéw na ptaszczyzng wyznaczong przez dwie funkcje sktadowe
Zrédto: opracowanie wiasne z wykorzystaniem programu R.
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W&rdd krajéw znaczaco odbiegajacych od pozostatych pod wzgledem tempa
1 kierunku zmian liczby studentéw znalazty si¢ m.in.: Turcja, Cypr, Rumunia,
Butgaria i Austria.

Najbardziej od pozostatych panstw rézni si¢ Turcja, ktéra ma wysoki fadunek
na pierwszej sktadowej (tempo zmian powyzej Sredniej) i niski (ujemny) na drugiej,
co oznacza, ze tempo zmian w koncowym okresie byto wigksze niz w poczat-
kowym. Szybkie tempo zmian liczby studentéw mozna ttumaczy¢é odmienng niz
w pozostatych krajach sytuacjg demograficzng — w Turcji systematycznie wzrasta
liczba 0séb mtodych, co jest ewenementem na skale Europy.

Cypr — podobnie jak Turcja — wykazuje tempo zmian powyzej Sredniej (wysoki
fadunek na pierwszej sktadowej), ale tempo zmian w poczatkowym okresie byto
wyzsze niz w koncowym (dodatni fadunek na drugiej sktadowej). Tempo zmian
powyzej Sredniej czgSciowo wyjasnia duza liczba studiujgcych tam obcokra-
Jjowcow — jak wynika z danych Eurostatu, wskaznik umiedzynarodowienia uczelni
wynosi na Cyprze ponad 28% i jest jednym z najwyzszych w Europie.

W Rumunii zmiany liczby studentéw maja podobny charakter jak w Turcji: odno-
towuje si¢ tempo zmian powyzej Sredniej, wyzsze w koficowym okresie. Wynika
to z sytuacji demograficznej — w badanym okresie osoby w wieku ,,studenckim”
zgodnie z danymi Eurostatu stanowity ponad 20% spoteczefistwa Rumunii.

Butgaria i Austria s3 w podobnej sytuacji pod wzgledem omawianych skfado-
wych. Ujemny tadunek na pierwszej sktadowej oznacza, ze tempo zmian liczby
studentéw jest ponizej Sredniej, wieksze tempo zmian miato miejsce na koficu
badanego okresu (ujemny fadunek na drugiej sktadowe;).

W Polsce tempo zmian liczby studentdw jest Srednie, w poczatkowym okresie
zaobserwowano wieksze zmiany niz w koficowym.

4. Whnioski

Na podstawie przeprowadzonych analiz mozna wysnu¢ wnioski zar6wno
o charakterze teoretycznym, dotyczace metody, jak i o charakterze aplikacyjnym.

Podobnie jak klasyczna analiza gtéwnych sktadowych FPCA pozwala na wizu-
alizacje zjawiska (co znacznie ufatwia analiz¢), wykazujac nietrywialnie zalez-
noSci, ktére trudno wykryé w inny sposéb. Istotng zaleta obu metod jest redukcja
danych przy zachowaniu maksimum informacji.

Funkcjonalna analiza giéwnych sktadowych, wzbogacajac mozliwoSci
klasycznej analizy gtéwnych sktadowych, pozwala na analiz¢ danych o charak-
terze dynamicznym — pokazuje nie tylko tendencje, ale i tempo zmian w czasie.
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Zastosowana metoda, okreS§lajagc tempo zmiany liczby studentéw, umozliwia
wskazanie krajéw podobnych oraz znalezienie krajow réznigcych si¢ od pozosta-
tych ze wzgledu na przyjete kryterium analiz.

Braki danych, dotyczace gléwnie zakresu przestrzennego, moga wptywac na
otrzymane wyniki badan. Badaniem nalezaloby obja¢ wszystkie kraje. Uwzgled-
nienie w badaniu pominigtych panstw (np. Francji) mogtoby spowodowa¢ koniecz-
no$¢ zmiany interpretacji funkcjonalnych skfadowych gtéwnych, a tym samym
zmiang wnioskOw na temat sytuacji poszczegdlnych pafstw.

Analiza otrzymanych wynikéw w celu wyjadniania przyczyn sytuacji okreslo-
nych pafistw nie byta przedmiotem zainteresowania i powinna by¢ przedmiotem
odrebnych badan.
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The Analysis of Changes over Time in the Number of Students Using
Functional Principal Component Analysis in European Countries

Principal component analysis (PCA) transforms an original set of variables into a new
orthogonal set called principal components. Functional principal component analysis
(FPCA) has the same advantages as classical principal component analysis while also
enabling the analysis of dynamic data. The main difference between them is that PCA is
based on multidimensional data and FPCA is based on functional data. The functional
data are curves, surfaces or anything else varying over a continuum. They are not a single
observation. The main aim of the paper is to show the usefulness of applying functional
principal component analysis in order to analyse longitudinal data. The paper presents an
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example of how this method has been used based on the analysis of changes in the number
of students (over time) in chosen European countries. Visualisation of the results makes it
possible to compare countries and detect outliers.

Keywords: functional data, longitudinal data, functional principal component analysis,
higher education.





