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Streszczenie

Ze wzgledu na znaczacy wzrost zainteresowania zagadnieniami zwigzanymi z zarza-
dzaniem projektami coraz czeéciej w literaturze przedmiotu podejmowany jest problem
harmonogramowania czynnoS$ci projektu. GIéwnymi technikami harmonogramowania
czynnoSci projektu sa: wykres Gantta, metoda PERT i metoda CPM. Techniki te dostar-
czaja czytelnych harmonograméw optymalizujacych czas trwania projektu, a takze
zapewniajg kontrole wykorzystania zasobéw w projekcie. W praktyce harmonogramy
projektéw mogg by¢ optymalizowane nie tylko ze wzgledu na czas trwania projektu, lecz
takze ze wzgledu na poziom wykorzystania zasobow czy przeptywy pieni¢zne. Wspo-
mniane wyzej techniki nie uwzgledniaja tych czynnikéw w optymalizacji harmonogramu.

Celem niniejszego opracowania jest przedstawienie modeli matematycznych harmono-
gramowania czynnoS$ci projektéw. Przedstawione zostang trzy modele: model optymali-
zujacy czas trwania projektu, model optymalizujacy poziom wykorzystania zasobéw oraz
model optymalizujgcy przeptywy pieni¢zne w projekcie. Cechg wspdlng prezentowanych
modeli matematycznych jest binarna posta¢ zmiennej. Dodatkowo kazdy model posiada
ograniczenia dotyczace relacji kolejnoSciowych wykonywania czynnoSci oraz uwzglednia
warunek, ze kazda czynno$¢ moze zosta¢ wykonana tyko raz.

Do rozwigzania przedstawionych modeli zastosowano programowanie zero-jedyn-
kowe, ktdre jest szczegdlnym przypadkiem programowania catkowitoliczbowego.

Stowa kluczowe: harmonogramowanie projektu, programowanie zero-jedynkowe, opty-
malizacja harmonogramoéw, optymalizacja wielokryterialna.
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1. Wprowadzenie

Ze wzgledu na rosngce znaczenie projektow we wspotczesnych organizacjach
w ciagu ostatnich kilkudziesigciu lat nastapit rozw6j dziedziny zarzadzania
projektem. Wedtug jednej z definicji projekt (czgsto okreSlany takze jako przed-
siewziecie) to zbidr dziatan lub prac, ktére stuzg do realizacji celu jedynego
i mierzalnego [Brandenburg 2002]. Kazdy projekt sktada si¢ m.in. z takich
elementdow, jak: czynnoSci (zadania badzZ operacje, ktére trwajg okreslony czas
oraz wymagajg zasobow do realizacji), zasoby (niezbedne do realizacji czynnoSci)
oraz relacje kolejnoSciowe (relacje odwzorowujgce logiczng kolejno$¢ wykony-
wania czynno§$ci). Reasumujac, projekt sktada si¢ z czynnosci, ktére generowac
moga koszty lub przeptywy pieniezne, sq ograniczone przez relacje kolejnoSciowe,
a do ich realizacji niezbedne sa zasoby, ktérych dostgpnoS¢ réwniez jest ogra-
niczona. Wtasnie te sktadowe projektu sprawiaja, ze harmonogramowanie jest
istotnym elementem procesu zarzadzania projektem.

Harmonogram najogélniej okresla kolejnoS¢ i czas trwania poszczegdlnych
czynnoSci. Proces uktadania harmonograméw, czyli harmonogramowanie, mozna
okresli¢ jako problem grupowania zasobéw (lub zdarzen) w pewnych punktach
czasowych w danym okresie, w taki sposob aby osiggnac okreslone cele i spetnié
okreSlone zatozenia [Norberciak 2002]. Podstawowymi technikami harmonogra-
mowania projektu sa metoda Sciezki krytycznej oraz metoda PERT [Branderburg
2002]. Wykorzystujac te techniki, mozna uzyskac¢ czytelne harmonogramy (przez
wykorzystanie wykresu Gantta) optymalizujace czas trwania projektu oraz zapew-
niajace kontrole wykorzystania zasobow. W praktyce optymalizowa¢ mozna nie
tylko czas trwania projektow, lecz réwniez wykorzystanie zasobdw czy genero-
wane przeptywy pieni¢zne.

Celem niniejszego opracowania jest przedstawienie problemu harmonogra-
mowania czynno§$ci projektu jako zdania programowania zero-jedynkowego.
Programowanie zero-jedynkowe jest szczegdlnym przypadkiem programowania
catkowitoliczbowego, w ktérym zmienne przyjmuja wartosci binarne.

2. Modele matematyczne harmonogramowania projektow

Szerokie zainteresowanie projektami spowodowato rozwéj metod optymaliza-
cyjnych w harmonogramowaniu projektow. Obecnie nie ma jednoznacznej klasy-
fikacji probleméw harmonogramowania projektéw. Wynika to ze zréznicowania
tych probleméw. Prébe usystematyzowania wiedzy na temat modeli harmonogra-
mowania projektéw podjal A. Kosturbiec [2003], ktéry przedstawit klasyfikacje
harmonograméw opartg na rodzajach ograniczefi (rys. 1) i kierunkach optymali-
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zacji (tabela 1). Zwrocil on uwage na kluczowa role ograniczenn w procesie plano-
wania. Wyodrebnit problemy harmonogramowania: 1) bez ograniczen, w ktorym
kryterium optymalizacji stanowi czas trwania projektu lub przeptywy pieni¢zne,
2) z ograniczeniami czasowymi, w ktérym kryterium optymalizacji stanowia
zasoby lub przeptywy pieni¢zne, 3) z ograniczeniami zasobowymi, 4) z ograni-
czonym kapitalem oraz 5) z wieloma ograniczeniami.

CCPS
kapitat

Oznaczenia: UPS (uncontrained project scheduling) — harmonogramowanie projektéw bez ogra-
niczefi, TCPS (time constrained project scheduling) — harmonogramowanie projektu z ograniczo-
nym czasem, RCPS (resource constrained project scheduling) — harmonogramowanie projektu
z ograniczonymi zasobami, CCPS (capital constrained project scheduling) — harmonogramowanie
projektu z ograniczonym kapitatem, TRCPS (time and resource constrained project scheduling) —
harmonogramowanie projektu z ograniczonym czasem i zasobami, TCCPS (time and capital con-
strained project scheduling) — harmonogramowanie projektu z ograniczonym czasem i kapitatem,
RCCPS (resource and capital constrained project scheduling) — harmonogramowanie projektu
z ograniczonymi zasobami i kapitatem, TRCCPS (time, resource and capital constrained project
scheduling) — harmonogramowanie projektu z ograniczonym czasem, zasobami i kapitatem.

Rys. 1. Ograniczenia w modelach harmonogramowania projektow
Zrédto: [Kostrubiec 2003].

Tabela 1. Kierunki optymalizacji w modelach harmonogramowania projektéw

Krggzlrl‘;m UPS | TCPS | RCPS | CCPS | TRCPS | TCCPS | RCCPS |TRCCPS
Czasowe v v v v v v M M
Obcigzenie

z v v - v - v - -
7asobow
Koszt® v v v v v
NPV v v v v v v v Y

Oznaczenia: jak do rys. 1.
* Dotyczy modeli ze zmiennnym zapotrzebowaniem na zasoby i/lub kapitat.

Zrédto: [Kostrubiec 2003].
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Najogdlniej ujmujac, mozna stwierdzi¢, ze ograniczenia oraz kierunki optyma-
lizacji 1 oceny harmonogramu realizacji projektu wynikajg z trzech podstawowych
czynnikéw: czasu, zasoboéw oraz kapitatu. Kazdy z modeli optymalizacyjnych
harmonogramowania projektu posiada ponadto ograniczenia dotyczace relacji
kolejnoSciowych oraz warunki brzegowe.

Najprostszym z modeli jednokryterialnych optymalizacji harmonograméw
projektu jest model bez ograniczen wynikajacych z czasu, zasobéw lub kapi-
tatu. R. Russell [1970] przedstawit model, w ktérym maksymalizowana byta
warto$¢ NPV. Zalozyt, ze w momencie rozpoczecia czynnosci ponoszone sg
wydatki, natomiast zakoficzenie pewnej grupy czynnosci generuje wpltywy.

Inne modele optymalizacji harmonograméw projektu to modele z jednym typem
ograniczefi. Wyrdzni¢ mozna trzy typy takich modeli: z ograniczeniami czasowymi,
z ograniczeniami zasobowymi oraz z ograniczonym kapitatem [Kosturbiec 2003].

Prace na temat harmonogramowania projektu z ograniczeniem czasowym
przedstawili M. Vanhoucke, E. Demeulemeester i W. Herrorlen [2002]. Rozwazaja
oni problem z réwnomiernie roztozonymi pfatnoSciami. Celem przedstawionego
w pracy modelu jest maksymalizacja wartoSci NPV. Ograniczeniem modelu jest
czas realizacji projektu.

W grupie modeli harmonogramowania projektéw z ograniczonymi zasobami
mozna réwniez wyrézni¢ modele bez przeptywéw pienieznych (jak te wspo-
mniane wczesniej), w ktérych optymalizacji podlegaja charakterystyki czasowe,
oraz modele z przeptywami pieni¢znymi, w ktérych optymalizacji podlegaja
charakterystyki ekonomiczne [Kosturbiec 2003].

Pracg na temat harmonogramowania projektéw z ograniczonymi zasobami
przedstawili np. M. Shouman i in. [2006]; zaprezentowali oni klasyczny model,
w ktorym minimalizowany jest czas trwania projektu.

Problem optymalizacji harmonogramu projektu, w ktérym optymalizacji podle-
gaty zdyskontowane przeptywy pieniezne rozwigzali O. Icmei oraz S. Erenguc [1996].

T. Talbot [1982] przedstawit problem harmonogramowania projektu z ogra-
niczonymi zasobami oraz z rozwigzaniami kompromisowymi dla zasobow
i czasu (time-resource tradeoff — stowo tradeoff mozna rozumiec jako ,,co§ za
co$”; powigzania wystgpujace w modelach harmonogramowania projektéw moga
wywotywaé pewne konflikty — poprawa jednego elementu moze si¢ wigzaé
z pogorszeniem innego, w tym przypadku: mozna wykonaé projekt szybciej, ale
wymaga to wiekszego zaangazowania zasobow).

Ograniczenie kapitatlu w harmonogramowaniu projektu wprowadzili do modelu
R. Doersch i J. Patterson [1977]. Zatozyli oni w modelu ograniczong dostgpnos¢
kapitatu w momencie rozpoczgcia projektu. Wielko$¢ dostepnego kapitalu zmienia
sie w czasie w zaleznoSci od przeptywow generowanych przez czynnoSci, ktére
zostaty umieszczone w harmonogramie.
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W literaturze przedmiotu spotka¢ mozna réwniez opracowania na temat modeli
harmonogramowania projektéw z wieloma ograniczeniami. Modele te to najcze-
Sciej kombinacje jednokryterialnych modeli harmonogramowania projektow.

Prace, w ktdérej model zawiera wiele ograniczefi, zaprezentowali M. Vanho-
ucke, E. Demeulemeester i W. Herroelen [2001]. Przedstawili oni problem maksy-
malizacji NPV projektu przy ograniczonych zasobach oraz ograniczonym czasie.

Problem z ograniczonymi zasobami oraz czasem przedstawili w swojej pracy
M. Bartusch, R. Morhring oraz F. Readermacher [1988]. W zaprezentowanym
modelu minimalizowany jest wektor sktadajacy sie z czaséw zakonczenia poszcze-
gblnych czynnosci. Autorzy zaproponowali dwa typy ograniczen — czasowe oraz
zasobowe. W przypadku ograniczen czasowych zaklada si¢, ze czynno$¢ rozpocznie
sie w tzw. oknie czasowym (czas pomigedzy najwczes$niejszym i najpdzZniejszym
mozliwym rozpoczg¢ciem czynnosci).

L. Bianco, P. Dell’Olmo i M. Speranza [1998] skonstruowali model z ograniczo-
nymi zasobami oraz kapitatem. Kazda czynno$¢ w projekcie moze by¢ realizowana
na rézne sposoby, z czym zwigzane sg okreSlony koszty realizacji. Budzet projektu
stanowi ograniczenie wyboru sposobu realizacji czynnoSci. Dodatkowo wprowadzono
ograniczenie, ze czynnoSci wykorzystujace ten sam zas6b nie mogg by¢ realizowane
jednocze$nie. Funkcja celu w modelu dotyczy minimalizacji czasu trwania projektu.

Powyzej przedstawione zostalty modele optymalizacyjne harmonogramowania
projektéw, ktdére zostaty sklasyfikowane ze wzgledu na liczbg oraz rodzaj ogra-
niczen. Nie ma jak dotad opracowan, ktére podejmowatyby problem harmono-
gramowania projektu i zawieralyby wszystkie typy ograniczen: zasobdw, czasu
i kosztow. Teoretycznie mozliwe jest zbudowanie i rozwigzanie takiego modelu.

Powszechnie stosowane modele harmonogramowania projektéw s3 modelami
jednokryterialnymi. Niewiele opracowan dotyczacych tej problematyki podejmuje
problem wielokryterialno$ci modeli optymalizujacych harmonogramy.

3. Programowanie zero-jedynkowe w harmonogramowaniu
projektow

3.1. Opis problemu harmonogramowania projektu

Problem harmonogramowania czynno§ci projektu przedstawiony w niniejszym
opracowaniu mozna opisa¢ w nastepujacy sposob: nalezy utworzy¢ harmonogram
projektu przez wyznaczenie czasOw rozpoczecia oraz zakonczenia poszczegol-
nych czynnosci, dysponujac okre§lonymi Srodkami przy ograniczeniach dotycza-
cych relacji kolejnoSciowych oraz poziomu dostgpnosci zasobow odnawialnych
w poszczegdlnych jednostkach czasu.

W dalszych rozwazaniach postuzono si¢ nastepujacym przyktadem.
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Przyktad

Dany jest projekt sktadajacy si¢ z 9 czynnosci. Projekt przedstawiony zostat
w postaci sieci zdarze Acivity on Arc (AOA) (rys. 2). W tabeli 2 zaprezentowano
czas trwania poszczegdlnych czynno$ci, wymagane zasoby odnawialne (przyjeto
istnienie jednego takiego zasobu) oraz przeptywy pieni¢zne netto generowane
przez czynnoSci w poszczegolnych okresach ich trwania.

=D~
RN ONNO
O

Rys. 2. Sie¢ czynnosci dla przykiadu

Zrédto: opracowanie wlasne.

Tabela 2. Dane do przyktadu

C C sl Zasob Przeptywy pieniezne
Czynnos¢ ter::lSia ES | EF| LS | LF | Zapas krz)?/tr}llzgrslz odnzi(/)ia}l/ne netto w jednostce czasu
t=1|t=2|t=3|t=4
12 2 0|12]10]2 0 tak 2 -4 | -4 0 0
1-3 4 0|4 |15 1 nie 1 3| 3| -=2|-
2-4 1 213|213 0 tak 2 -1 0 0 0
2-5 2 214|517 3 nie 3 1 1 0 0
3-7 3 4171518 1 nie 4 3 3 4 0
5-7 1 415|718 3 nie 2 5 5 6 0
4-6 4 3171317 0 tak 1 7 7 8 8
6-8 3 7 110] 7 |10 0 tak 3 8 9 8 0
7-8 2 7191|8110 1 nie 2 10 12 0 0

Oznaczenia: ES (early start) — najwcze$niejszy moment rozpoczecia czynnoSci, EF (early finish)
— najwczesniejszy moment zakoficzenia czynnoSci, LS (late start) — najpdZniejszy moment rozpo-
czecia czynnosci, LF (late finish) — najpdéZniejszy moment zakonczenia czynnoSci.

Zrédto: opracowanie wlasne.
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Dla takiej sieci projektu metodg Sciezki krytycznej wyznaczone zostaty najwcze-
Sniejszy oraz najpdzniejszy czas rozpoczecia i zakoficzenia czynnosci projektu. Na
tej podstawie wyznaczona zostala Sciezka krytyczna (rys. 3). Zgodnie z uzyska-
nymi wynikami projekt powinien zakonczy¢ si¢ po 10 jednostkach czasu. Wyniki
uzyskane metoda Sciezki krytycznej poréwnane zostang z wynikami uzyskanymi
przez zastosowanie matematycznych modeli harmonogramowania projektéw.

Dodatkowo w przyktadzie przyjeto zalozenie, ze w jednostce czasu dysponu-
jemy 5 jednostkami zasobu odnawialnego, a czas na realizacje przedsigwzigcia
zostat ograniczony do 15 jednostek czasu.

Do budowy matematycznych modeli harmonogramowania projektéw przyjete
zostaly nastepujace zatozenia ogdlne:

— projekt sktada si¢ z j = 1, ..., J czynnosci,

— czas realizacji przedsiewzigcia jest ograniczony do 7,

—t=0,..., T — zbidr okreséw, gdzie T — maksymalny mozliwy czas realizacji
projektu,

— czynnoSci projektu umieszczone zostaty w postaci sieci czynnoSci typu AOA,

— F.— czas zakonczenia czynnoSci j projektu,

— relacje kolejno$ciowe typu zakoficzenie—poczatek (S, - zbidr bezposrednich
poprzednikéw i czynnosci j),

— F,; —czas zakoficzenia poprzednika i czynnosci j,

— X, = {0, 1}, x; =1, gdy czynnos¢ j projektu konczy si¢ w czasie ¢,

—d.— czas trwania czynnosci j,

—k=1,..., K- zbiér zasobéw odnawialnych,

Iy wielko$¢ zasobu odnawialnego k wymaganego przez czynnos¢ j.
3.2. Minimalizacja czasu trwania projektu jako zadanie programowania
zero-jedynkowego

Pierwszy rozpatrywany model dotyczy minimalizacji czasu trwania projektu.
Przedstawione zostang dwa modele dla tego problemu — powszechnie stosowany
w literaturze oraz propozycja wlasna modelu majacego na celu optymalizacje
czasu trwania projektu.

Pierwszy z modeli mozna przedstawi¢ nastepujgco:

J T
leitXxj,—»min(j=1,...,J,t=1,...,T), (1)
j=lt=

przy ograniczeniach:

Fi—d,>F;(j=1,....J,t=1,..,T,i€ S)), @)

J
Yo x SRy (j=1, . ndit=1,. Tk=1,..K), 3)
j=1"
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T

2x,=1(j=1,.,0t=1,..T), )
t=1
x;={0,1}(j=1,...0t=1,..,7). &)

W przedstawionym modelu funkcja celu (1) polega na minimalizacji sumy
iloczynu jednostki czasu i zmiennej decyzyjnej [Talbot 1982]. Poniewaz zmienna
decyzyjna przyjmuje warto$¢ 1 dla jednostki czasu, w ktérej nastgpuje jej zakon-
czenie, mozna stwierdzié, ze funkcja celu to po prostu suma czaséw zakoficzen
poszczegdlnych czynnoSci. W modelu dodano: ograniczenie dotyczace relacji
kolejnosciowych (2), ktére w rozpatrywanym przyktadzie s relacjami typu zakon-
czenie—poczatek, ograniczenie dotyczace wykorzystania zasobow odnawialnych
w poszczeg6lnych jednostkach czasu (3) oraz ograniczenie dotyczace zmiennej
decyzyjnej (4), ktére polega na tym, ze kazda czynnoS§¢ moze zakonczyc¢ si¢ tylko
raz, a wigc suma zmiennych po jednostkach czasu dla kazdej czynnoSci powinna
wynosi¢ 1. Zmienna decyzyjna przyjmuje wartosci 1 lub O (5).

Przedstawiony powyzej model zostal wykorzystany do uzyskania harmonogramu
dla rozpatrywanego przyktadu. Rozwigzujac powyzsze zadanie, uzyskano nastgpujace
wyniki. Warto$¢ funkcji celu wyniosta z = 51, co oznacza, ze suma czaséw zakon-
czen poszczegdlnych czynnosci projektu wynosi 5S1. Niestety wartoS$¢ ta nie obrazuje,
w jakim czasie zakonczony zostanie projekt i czy zostanie on zakoficzony zgodnie
z czasem, jaki uzyskaliSmy przez zastosowanie metody Sciezki krytycznej. Informacje
takg mozemy uzyska¢, analizujac uzyskany harmonogram projektu (rys. 3).

T
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Rys. 3. Minimalizacja czasu trwania projektu — harmonogram

Zrédto: opracowanie wlasne.
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Analiza uzyskanego harmonogramu pozwolifa na okreSlenie momentu zakon-
czenia projektu, ktéry wynosi 10. Oznacza to, ze harmonogram zaktada termi-
nowy realizacj¢ projektu. Rys. 4 przedstawia wykorzystanie zasobu odnawialnego
w poszczegdlnych jednostkach czasu.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Rys. 4. Minimalizacja czasu trwania projektu — poziom wykorzystania zasobéw
Zrédto: opracowanie wlasne.

Ze wzgledu na wskazang wade funkcji celu zaprezentowanego modelu zapro-
ponowano optymalizacj¢ czasu trwania projektu jako zadania minimalizacji opoz-
niefi projektu, co zostalo zapisane w postaci nastgpujacego modelu:

r J
Zl Zlmax[{O,t—LFj}]'xj,amin(j= L. Jit=1,..T), 6)
t=1j=

przy ograniczeniach:

Fi—d;=F;(j=1,...J,t=1,..,Ti€ S}, (7)
J
Z Xy SRy (j=1,...0t=1,.. T k=1,..K), ®)
h T
Z i Jt=1,...,T), ©)
{01}(]_1 Ji=1,..,T). (10)

Funkcja celu (6) polega na minimalizacji opdZnien czynnoSci projektu. Op6z-
nienie zostato okre§lone jako réznica pomigdzy faktycznym czasem zakoficzenia
czynnoSci a najpéZniejszym czasem zakoficzenia czynnoSci uzyskanym przez
zastosowanie metody Sciezki krytycznej. Model ma ograniczenia (7)—(10), jak
model poprzedni.
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Po podstawieniu danych z przyktadu funkcja celu ma nastepujaca postac:

X 32X 003X, 200, AAX X, 30, A5X 20 A 4x o+
64 +3X g +5X  HX o +X . +TX 19+4x29+6x39+2x 49+x59+x69+2x79+

8x110+5x210+7x310+3x 410+2)c510+2)c610+3x710+

90 +0% +8x5, +4X, #3005 43X, +AX, Hxg X, +

10x, ,+7x, ,+9x +5x412+4x512+4x6]2+5x712+2x8]2+2x912+

212774312
1x, 13+8x213+10x313+6x413+5x513+5x6]3+6x713+3x813+3x913+

12xu4+9x214+1 1x314+7x414+6x5l4+6x614+7x714+4x814+4x914+

135 5+100, 541205 48X ) HTX4 o+ +8X 5+5)6815+5)c915—>m1n

Analizujac powyzszg posta¢ funkcji celu, mozna wywnioskowac, ze jezeli
zmienna x,, przyjmie warto$¢ 1, co bedzie oznaczato, ze czynnoS¢ pierwsza
zakoficzy si¢ w trzeciej jednostce czasu, odnotujemy opdzZnienie na poziomie
jednej jednostki czasu. Analogicznie jezeli zmienna x,, przyjmie wartos¢ 1, co
bedzie oznaczalo, ze czynno$¢ pierwsza zakofczy si¢ w czwartej jednostce czasu,
woéwcezas odnotujemy opdZnienie na poziomie dwéch jednostek czasu.

Przedstawiony model optymalizujacy czas trwania projektu przez minimali-
zacje opdoznien projektu zostal wykorzystany do uzyskania harmonogramu dla
omawianego przyktadu.
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Rys. 5. Minimalizacja opdZnien projektu — harmonogram
Zrédto: opracowanie wiasne.
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Rys. 6. Minimalizacja op6Znief projektu — poziom wykorzystania zasobéw

Zrédto: opracowanie wlasne.

Rozwigzujac powyzsze zadanie, uzyskano nastepujagce wyniki. Warto$¢ funkcji
celu wyniosta z = 0. Taka warto$¢ funkcji celu bezposrednio informuje, ze projekt
realizowany jest terminowo w stosunku do czasu uzyskanego przy zastosowaniu
metody Sciezki krytycznej, co mozna potwierdzi¢, analizujac uzyskany harmono-
gram (rys. 5). W przypadku zastosowania funkcji kryterium, majacej na celu mini-
malizacje sumy czaséw zakoficzefl, poszczegdlne czynnoSci harmonogramowane
sq zgodnie z najwczesSniejszymi czasami rozpoczecia i zakonczenia uzyskanymi
przez zastosowanie metody Sciezki krytycznej, podczas gdy zastosowanie zapro-
ponowanej postaci funkcji celu prowadzi do umieszczenia czynno$ci w harmono-
gramie zgodnie z najpdZniejszymi czasami rozpoczecia i zakoficzenia ze Sciezki
krytycznej. Rys. 6 przedstawia wykorzystanie zasobu odnawialnego w poszczegol-
nych jednostkach czasu.

3.3. Minimalizacja poziomu wykorzystania zasobéw odnawialnych
jako zadanie programowania zero-jedynkowego

Kolejne zadanie jest zwigzane z problemem optymalizacji poziomu wykorzy-
stania zasobdw. Problem ten nie jest czesto podejmowany w literaturze, a jego
rozwigzanie polega zazwyczaj na minimalizacji odchylefi pomiedzy poziomem
zasobow dostepnych a poziomem zasobdw wykorzystanych [Viana i de Sousa 2000].

W niniejszym opracowaniu optymalizacja wykorzystania zasobow w projekcie
polega na minimalizacji poziomu wykorzystania zasobéw w poszczegdlnych
jednostkach czasu, a problem ten zapisany moze by¢ w nastepujacy sposob:

J

Z”jk'xjt

Jj=1

—min(j=1,...J,t=1,...T,k=1,....K), (1)

max
t=1,....T
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przy ograniczeniach:

Fi—d;=2F;(j=1,....t=1,...,T,i€ §), (12)
T
2x,=1(j=1,..,0t=1,..T), (13)
=1
x,={0.1}(j=1,...Jt=1,....T). (14)

Funkcja kryterium (11) ma na celu minimalizacj¢ poziomu wykorzystania zaso-
béw odnawialnych w poszczegdlnych jednostkach czasu. Ograniczenia (12)—(14)
sg takie same jak w poprzednich modelach. Ograniczenie dotyczace dostgpnosci
zasobdw odnawialnych w poszczegdlnych jednostkach czasu w modelach opty-
malizujacych poziom wykorzystania zasobow jest pomijane.

Max{(2x, +x,+2x; +3x, +4x, +2x +x, +3x +2x,)),
(20054205 F20 3, 435 4K, +20 +X 30, 42X ),
(200 34X, +200, 430 s+ A2X X 30X +2X ),
(2,40, 42005 +30x,  HAog +2X 0, +3Xg 42 ,),
(220520542005 43X s+ AX A2 X +30x A2X ),
(2 40,200, H3X, AAX(A2X AX AN A2X ),
(200 20,4200 430 A AX A 2X A A3 A2X ),
(200 g0 H200, F30 AN H2X X +3X 0 +2X ),
(226912006 +200, 043X +AX g F2X )+ +3X 0 +2X ),

(2x,, oty 0+2x3|0+3x 104X, 0+2x61 ot 10+3)c8]0+2x

(2x,, +x

910)’

a2 135 H AN F2XG X, H3xg, +2X)),

(220} 112 54200 5430+ 4K +20 54X )30, 42X ),

(200 3740 5200 435, +4AX 20 X 1 +3Xg 2 ),

214+2x314+3x414+4x514+2x +x714+3x814+2x914)’

(2x,, ST, 5+2x31 5+3)c 54X, 5+2x61 5+x7]5+3)c81 5+2x91 5)}—>m1n

(2x1 tx

Rozwigzujac powyzsze zadanie, uzyskano nastepujace wyniki. Warto$¢ funkceji
celu wyniosta z = 4. Oznacza to, Zze maksymalny poziom wykorzystania zasoboéw
odnawialnych w jednostce czasu wynosi 4, co potwierdza rys. 8. Analizujac
uzyskany harmonogram (rys. 7), mozemy zauwazy¢, ze obnizenie poziomu wyko-
rzystania zasobéw z 5 (takie ograniczenie natozone byto na poprzednie modele)
do 4, jakie uzyskano przez rozwigzanie przedstawionego modelu matematycznego,
pociaga za soba wydluzenie czasu trwania projektu.
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W aktualnym harmonogramie projekt koficzy si¢ po 13 jednostkach czasu, co
oznacza, ze jest on opdzniony o 3 jednostki czasu w stosunku do czasu zakon-
czenia projektu, jaki uzyskano za pomocg metody Sciezki krytyczne;.
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Rys. 7. Minimalizacja poziomu wykorzystania zasobéw — harmonogram

Zrédto: opracowanie wlasne.
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Rys. 8. Minimalizacja poziomu wykorzystania zasobéw — poziom wykorzystania zasobéw

Zrédto: opracowanie wlasne.
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3.4. Maksymalizacja zdyskontowanych przeplywéw pienigznych w projekcie
jako zadanie programowania zero-jedynkowego

Kierunki optymalizacji w modelach harmonogramowania projektéw oprécz
czasu i zasobow mogg dotyczyé réwniez przeptywow pienig¢znych generowa-
nych przez czynnoSci projektu. Problem optymalizacji przeptywdéw pienieznych
w problemie harmonogramowania projektu moze by¢ przedstawiony w postaci
nastepujacego modelu [Icmeli i Erenguc 1996]:

J [ 4
12| e e | mmax (j=1...d=1T), (15)
i=1|t=1
przy ograniczeniach:
Fi—d;=2F;(j=1,...J,t=1,..,Ti€ S}, (16)
J
D ra Xy <Ry (j=1,..,Jt=1,..,Tk=1,..K), (17)
j=1 '
T
2x=l(j= 1 dir=1.T), (18)
t=1
X ={0,1}(j=1, .. dit=1,...,T). (19)

W funkgcji celu (15) maksymalizowane sg zdyskontowane przeptywy pieni¢zne
generowane przez poszczegdlne czynnosci projektu. Przeptywy te sg zalezne od
czasu trwania czynno$ci oraz momentu jej zakonczenia. Ograniczenia (16)—(19) sg
takie jak w poprzednich modelach.

Przedstawiony powyzej model postuzyt do rozwigzania przyktadu. Uzyskano
nastepujace wyniki. Warto$¢ funkcji celu wyniosta z = 38,1, co oznacza sume
zdyskontowanych przeptywéw pienig¢znych poszczegdlnych czynno$ci na zakon-
czeniu projektu. Projekt konczy si¢ po 10 jednostkach czasu, a wigc zgodnie
z czasem wyznaczonym za pomocg metody Sciezki krytycznej, co widoczne jest
na harmonogramie projektu (rys. 9), przy czym czynnosci umieszczone zostaty na
harmonogramie w najwczesniejszych czasach rozpoczecia i zakoficzenia (zgodnie
z czasami z CPM). Wykorzystanie zasobéw nie przekroczyto zatozonego w przy-
ktadzie poziomu 5 jednostek (rys. 10).
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Rys. 9. Maksymalizacja zdyskontowanych przeptywow pienieznych — harmonogram
Zrédto: opracowanie whasne.
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Rys. 10. Maksymalizacja zdyskontowanych przeptywdw pienieznych — poziom
wykorzystania zasobow

Zrédto: opracowanie wlasne.
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3.5. Wielokryterialne harmonogramowanie projektéw jako zadanie
programowania zero-jedynkowego

Jak dowiedziono powyzej, mozliwe jest budowanie modeli matematycznych
harmonogramowania projektéw, w ktérych optymalizacji podlegaja takie czyn-
niki, jak: czas trwania projektu, poziom wykorzystania zasobéw czy zdyskonto-
wane przeplywy pieni¢zne. Poniewaz w praktyce czesto zdarza sie, ze istotne jest
ustalenie harmonogramu optymalnego nie tylko ze wzgledu na jeden czynnik,
warto rozwazy¢ potaczenie wskazanych wcze$niej modeli w celu zbudowania
wielokryterialnego modelu harmonogramowania projektéw. Taki model bedzie
miat wéwczas nastepujacg postac:

T J
Zl _ lmax[{O,t—LFj}]wj,—»min(j=1,...,J,t=1,...,T), (20)
t=1j=
J
_max_ er;kxj, —min(j=1,...J,;t=1,...,Tk=1,...,K), 1)
J [ 4
X [efir e @] | v max (=1, Lr=1,...T), 22)
i=1|t=1
przy ograniczeniach:
Fi—d;2F;(j=1,...J,t=1,...,T,i€ S), (23)
J
D ra Xy SRy (j=1,..,Jt=1..Tk=1,..K), (24)
j=1
T
;xﬂ:l(jz1,...,J,t:1,...,T), (25)
x;={0,1}(j=1,...,t=1,...,T). (26)

Powyzszy model wielokryterialny postuzyt do rozwigzania przyktadu. Dla
uproszczenia jako metode¢ rozwigzania problemu wykorzystano metode agregaciji
funkcji celu. Wynika to z faktu, Ze zastosowane funkcje celu sg nieliniowe, co
uniemozliwia zastosowanie klasycznych metod rozwigzywania probleméw wielo-
kryterialnych. Przyjeto nastgpujace wagi dla poszczegdlnych funkceji kryterium:
40% dla optymalizacji czasu trwania projektu, 40% dla optymalizacji poziomu
wykorzystania zasobéw oraz 20% dla optymalizacji przeptywdéw pieni¢znych.
Uzyskano harmonogram, w ktérym projekt koficzy si¢ po 10 jednostkach czasu
(rys. 11), a poziom wykorzystania zasobow nie przekroczyt zaktadanego poziomu
5 jednostek (rys. 12).
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Rys. 11. Wielokryterialne harmonogramowanie projektu — harmonogram

Zrédto: opracowanie wlasne.
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Rys. 12. Wielokryterialne harmonogramowanie projektéw — poziom wykorzystania

zasobow

Zrédto: opracowanie wlasne.
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4. Podsumowanie

Zastosowanie metod optymalizacyjnych umozliwia stworzenie harmono-
graméw projektéw optymalnych nie tylko ze wzgledu na czas, ale réwniez zasoby
czy wskazniki finansowe.

W niniejszej pracy przedstawione zostaly modele optymalizacji harmono-
graméw projektow wykorzystujace zmienng zero-jedynkowg. Gidwnymi zaletami
przedstawionego podejicia sg jego prostota oraz tatwos¢ zastosowania w wielu
metodach optymalizacyjnych ze wzgledu na zero-jedynkowa posta¢ zmiennej.
Wada przedstawionego modelu jest liczba zmiennych, ktéra wynosi j Xp X t. Wraz
ze wzrostem liczby czynnosci czy horyzontu planowania projektu liczba zmien-
nych bedzie wzrasta¢ wyktadniczo, co moze utrudniaé rozwigzanie wigkszych
probleméw.

Dzigki binarnej postaci zmiennej decyzyjnej mozliwe jest zastosowanie
algorytméw genetycznych do rozwiazania wielokryterialnego problemu harmo-
nogramowania projektéw. Poniewaz problem ten jest problemem NP-trudnym,
zastosowanie tych algorytmoéw jest zasadne. Bedzie ono celem dalszych badaf
w tym zakresie.

W dalszych badaniach rozwazona powinna zosta¢ réwniez mozliwos¢ zasto-
sowania sieci deterministycznej stopnia pierwszego Activity on Node, bedacej
acyklicznym grafem skierowanym G = (W, K), w ktérym W to zbidr wierzchotkow
reprezentujacych czynnosci, a K to zbidr tukow prezentujacych relacje kolejno-
Sciowe. Sie¢ ta, zwana takze siecig czynnoS$ci, umozliwia zastosowanie nie tylko
relacji kolejnosciowych typu zakoficzenie—poczatek, ale takze relacji typu: zakon-
czenie—zakoficzenie, rozpoczecie—rozpoczecie czy rozpoczecie—zakoficzenie.
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Using the Zero-one Programming Approach in Project Scheduling

Because of increasing interest in project management in the subject literature, opti-
misation techniques are often considered in project planning and scheduling. The main
project scheduling techniques are CPM or PERT. Those methods deliver schedules
with optimal project finish times and ensure the level of resource usage is controlled.
In practical situations, project schedules should be optimised not only because of time but
also because of resource usage and cash flows. The above techniques do not meet those
requirements.

The purpose of this paper is to demonstrate how zero-one programming can be used
in project scheduling. Zero-one programming is a special case of integer programming
where all the decision variables are integers and can assume values of either zero or one.
A zero-one programming formulation has been applied to solve three project scheduling
problems, namely the optimisation of project completion time, resource usage and project
cash flows.

Keywords: project scheduling, zero-one programming, schedule optimisation, multiple
criteria optimisation.



