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Streszczenie

W artykule przedstawiono model regresji logistycznej Firtha w kontek$cie wag przy-
pisywanych przez metode poszczegdlnym obserwacjom ze zbioru danych. Nastepnie
dokonano przeksztalcenia modelu HLM do podobnej postaci. Na podstawie wnioskéw
ptynacych z alternatywnego spojrzenia na model Firtha oraz HLM zaproponowano dwie
metody aproksymacji modelu Firtha. Symulacyjnie zbadano jakoS$¢ aproksymacji oraz
omowiono praktyczne korzySci ptynace z jej stosowania.

Stowa kluczowe: regresja logistyczna, redukcja obcigzenia, catkowite rozdzielenie, esty-
macja przyblizona.

1. Wprowadzenie

Autor niniejszego artykutu poréwnat dwie metody estymacji modelu regresji
logistycznej rozwigzujace problem catkowitego rozdzielenia (complete separation)
[Fijorek 2012]. Wspomniany problem wystepuje, gdy sukcesy i porazki moga by¢
catkowicie rozdzielone za pomocg jednej zmiennej niezaleznej lub liniowej kombi-
nacji kilku zmiennych niezaleznych. W takim przypadku zastosowanie estymacji
metodg najwiekszej wiarygodnosci (MNW) skutkuje uzyskaniem nieskoficzonych
ocen parametrow modelu [Albert i Anderson 1984, s. 3—6; Firth 1993, s. 31-32;
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Heinze 1999, s. 4-5]. Szansa pojawienia si¢ catkowitego rozdzielenia jest tym
wieksza, im mniejszy zbior danych jest poddawany analizie.

Pierwsza metoda badang w pracy [Fijorek 2012] jest propozycja G. Heinzego
1 M. Schempera [2002] oparta na wynikach badan D. Firtha [1993]. Druga propo-
zycja jest metoda HLM (hidden logistic model) przedstawiona przez P.J. Rous-
seeuwa i A. Christmanna [2003] (w okresie pdZniejszym G. Tutz i F. Leitenstorfer
[2006] opublikowali pracg o podobnym charakterze). Wnioski ptynace z artykutu
[Fijorek 2012] mozna podsumowaé w nastgpujacy sposob: oceny parametréw
uzyskane metoda Firtha oraz HLM charakteryzuja si¢ mniejszym obcigzeniem
w poréwnaniu z ocenami MNW (w zakresie przeprowadzonych symulacji), przy
czym metoda Firtha znacznie lepiej redukuje obcigzenie niz HLM. Ponadto
w modelu Firtha przedziaty ufnos$ci wyznaczane za pomocg metody profile like-
lihood (PL) w poréwnaniu z przedziatami Walda uzyskuja blizszy nominalnemu
poziom pokrycia.

Praktyczna uzyteczno$S¢ modelu Firtha uzasadnia dalsze badania jego wiaSci-
wosci. Celem artykutu jest zaproponowanie metod aproksymacji modelu Firtha
oraz wskazanie obszaréw ich zastosowan w analizie danych empirycznych.

2. Model regresji logistycznej Firtha

W standardowym modelu regresji logistycznej przyjmuje si¢, Ze zmienna zalezna
»;€{0,1}(i=1, ..., n) podlega rozktadowi Bernoulliego z prawdopodobie-
stwem sukcesu F(x} ), gdzie F( - ) jest dystrybuanta rozktadu logistycznego, x; to
p-wymiarowy wektor zmiennych objasniajacych, a @ € R” to (zawierajacy wyraz
wolny) p-wymiarowy wektor parametrow strukturalnych [Long 1997, s. 40—-61].

W celu oszacowania parametréw modelu wyznacza si¢ funkcje wiarygodnosci
oraz jej logarytm:

L((‘)‘yl, ...,y”)z H F(X‘ie)yi[l—F(X'ie)]l_yi’

i=1

18]y, ...,y,,):éy[ InF(x0)+(1- y,)In[1- F(x,0)].

Nastepnie oblicza si¢ pochodne czgstkowe logarytmu funkcji wiarygodnosci
wzgledem parametréw modelu:
4 (vi— F(x0))x,.

1

NCIRIRSAED

1

Rozwigzanie uktadu réwnafi 5(0 | Vi .-+ ¥y) =0 jest rownowazne ze znalezie-
niem ocen parametréw maksymalizujacych funkcje wiarygodnosci.
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W przypadku modelu regresji logistycznej Firtha s(0 | Vis -+ ¥,) funkcje zaste-
puje si¢ funkcja:

v

S (O1y1 )= 2 (i F(x10) + 1, (5 - F(x,0)))x,,

gdzie h; to diagonalne elementy macierzy H=W%X(X‘WX)‘1 X‘W%, X to
macierz danych, a W jest macierza diagonalng o wymiarach n X n, ktdrej i-ty
diagonalny element jest rowny F(x';0)(1— F(x0)). Modyfikacja postaci funkcji
s(0 ‘yl s .. V) Jest tozsama z modyfikacjg funkcji wiarygodnosci:

L8]y yn)=L(8]y1s .y | To
gdzie I, to macierz informacyjna postaci [Greene 2003, s. 670—673]:
n *1,(0) &
To=-2, aea(e'> = 2 F(x;0)(1- F(x;0))xx;.

i=1 i=

L
2
)

L*(B|y1, ...»¥,) bywa nazywana funkcjg wiarygodnosci z karg (penalized
likelihood function) [Heinze i Schemper 2002, Heinze 2006]. D. Firth [1993]
udowodnit, ze opisane powyzej podejicie, poza rozwigzaniem problemu catko-
witego rozdzielenia, usuwa réwniez obcigzenie pierwszego rzedu towarzyszace
metodzie najwiekszej wiarygodnoSci.

3. Model regresji logistycznej z ukrytg zmienng objasniang (HL.M)

W celu rozwigzania problemu catkowitego rozdzielenia P.J. Rousseeuw
i A. Christmann [2003] proponuja natomiast zatozy¢ istnienie mechanizmu
stochastycznego, ktéry powoduje, ze prawdziwe warto$ci zmiennej zaleznej (y;)
sa nieobserwowalne. W tym ujeciu przyjmuje si¢, ze sukces jest obserwowany
z prawdopodobienstwem 90,, co przektada si¢ na mozliwo$¢ biednego uznania
sukcesu za porazke z prawdopodobienistwem 1— &,. Podobnie porazka jest obser-
wowana z prawdopodobiefistwem 1-9,, a jej bledna klasyfikacja wystepuje
z prawdopodobiefistwem 9.

P.J. Rousseeuw i A. Christmann [2003, s. 317-318] pokazuja, ze estymacja
parametréw modelu HLM sprowadza si¢ do zastgpienia oryginalnych obserwacji
pseudoobserwacjami y; obliczonymi w nastepujgcy sposob:

J~’i=(1—y,')80+y581-

Nastepnie do tak utworzonych pseudoobserwacji mozna zastosowac klasyczng
metod¢ najwiekszej wiarygodnosci, ktorej celem jest maksymalizacja funkcji
wiarygodno$ci wzgledem wektora parametréw@ € R”:

L® |5 "-’fn>=[1f[lF(x‘i0)f’[1—F<x',-e)]l—fv.
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Jak podaja P.J. Rousseeuw i A. Christmann [2003, s. 320-323], precyzyjne
warto$ci 8, oraz 8, moga by¢ poznane jedynie dla bardzo duzych zbioréw danych.
W przypadku matych zbioréw danych mozna przyjaé, ze 6,=0,011 6,=0,99.
Jesli zatozymy, Ze suma pseudoobserwacji powinna by¢ réwna sumie oryginal-
nych warto§ci zmiennej objasnianej:

ﬁ:%; yi:%; Yio
O, oraz O, przyjmuja wartoSci:
o 1+ 7o
50=% oraz 9, =%.

P.J. Rousseeuw i A. Christmann [2003, s. 322] zaktadajg, ze d=0,01 (w dalszej
czesci pracy rezultaty oznaczone skréotem HLM wynikaja z tego zalozenia).
Nalezy zaznaczy¢, ze opisane sposoby doboru §, oraz 8, nie maja silnego uzasad-
nienia teoretycznego. Mozna sadzié, Ze algorytm okreslania optymalnych wartosci
d, oraz &, powinien uwzgledniac rozmiar préby oraz liczbg zmiennych obja$niaja-
cych. Zaprezentowane w dalszej czgSci artykutu wyniki badaf dostarczajg nowych
informacji w tym zakresie.

4. Alternatywne spojrzenie na model Firtha oraz HLM

4.1. Propozycje aproksymacji modelu Firtha

Jak juz wspomniano wcze$niej, model regresji logistycznej Firtha moze
by¢ zdefiniowany jako standardowy model regresji logistycznej ze zmody-
fikowang funkcjg wiarygodnoSci. Na model Firtha mozna tez jednak spojrzeé
z innej perspektywy i wykazaé, ze podejScie to sprowadza si¢ do zastgpienia
kazdej oryginalnej obserwacji y; dwiema nowymi obserwacjami, tj. y; oraz
1—y; z wagami wynoszacymi odpowiednio 1+% oraz h7 [Heinze i Schemper
2002, s. 2412]. W rezultacie otrzymuje si¢ zbiér danych liczacy 2n przypadkéw,
w ktérym:

y*=<y1, ...,y,,,l—yl, ceey l_yVl)9

1

X =(x, . X, XL LX),

a wagi poszczegélnych przypadkéw to h=(1+ %, R %, %, ,hT)

W kontekScie modelu Firtha powyzsza obserwacja nie utatwia obliczenio-
wego aspektu procesu estymacji, gdyz nadal wagi s zalezne od danych oraz —
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co bardziej istotne — wagi zmieniajg si¢ wraz z kolejnymi iteracjami algorytmu
optymalizujacego funkcje¢ wiarygodnosci. Korzystajac z powyzszego spostrze-
Zenia, mozna jednak zaproponowaé metode aproksymacji modelu Firtha polega-

jaca na wyznaczeniu statych wag, ktére aproksymuja element h7 Jak wykazuja
D.W. Hosmer i S. Lemeshow [2000, s. 169]:

;hizpv

potencjalnym sposobem przyblizania ; jest zatem uznanie, ze /, = % = h.

Pierwsza propozycja aproksymacji modelu Firtha (aFirth) polega na zastoso-
waniu standardowej metody najwigkszej wiarygodnosci do zbioru danych (v",X"),
w ktorym wagi pierwszych n obserwacji to 1+ L a wagi kolejnych n obserwacji
to £. Konstrukcja wag powoduje, ze rola sztucznych obserwacji maleje wraz ze
wzrostem 7, a przy zatozeniu statego rozmiaru zbioru danych ich rola ro$nie wraz
ze wzrostem liczby zmiennych niezaleznych. Ponadto nalezy podkreslié, ze orygi-
nalne obserwacje odgrywajg dominujacg role w procesie estymacji, a obserwacje
sztuczne stosunkowo niewielka, np. je§li n = 100 oraz p = 5, to waga sztucznej
obserwacji wynosi 0,025, natomiast obserwacji oryginalnej 1,025.

Jak wynika z obliczefi autora (inspirowanych pracg [Tutz i Leitenstorfer 2006]),
réowniez model HLM, ktéry w swej podstawowej formie zaktada transformacje
oryginalnych obserwacji do pseudoobserwacji, mozna zmodyfikowac i zapisaé
w formie zbioru danych (y”, X))z wagami w;:

yi:1—>Wl-:61 '
yi=0_)w[=1—80 dla l=1""’n9

l—yi=1_>Wi=80
dla i=n+1’...’2n.

1-y;=0-w;=1-9,

Druga propozycja aproksymacji modelu Firtha polega na zatozeniu, ze & = %,
oraz zastosowaniu standardowej metody najwigkszej wiarygodnoSci do zbioru
danych (y",X") z wagami w;. Propozycja ta bedzie oznaczana jako zmodyfiko-
wany HLM (mHLM).

4.2. Aspekt praktyczny aproksymacji modelu Firtha

Aby uzyskac oceny parametrow modelu regresji logistycznej za pomoca
metody Firtha, trzeba posiada¢ specjalne oprogramowanie. Przyktadem imple-
mentacji modelu Firtha jest biblioteka logistf [Heinze i Ploner 2004] dostgpna
w §rodowisku obliczei statystycznych R [R Development Core Team... 2010]. Inne
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pakiety statystyczne (z pewnymi wyjatkami) nie udostepniajg modelu Firtha, lecz
wigkszos$¢ z nich dopuszcza wazenie obserwacji niecatkowitymi wagami. W tej
sytuacji uzytkownik moze aproksymowac¢ model Firtha, stosujac standardowy
model regresji logistycznej (w Srodowisku R stuzy temu funkcja glm) z wagami
obliczonymi na podstawie wynikéw niniejszego artykutu.

Istniejagce implementacje modelu Firtha znajduja si¢ we wczesnym stadium
rozwoju i w rezultacie charakteryzuja si¢ stosunkowo ograniczong funkcjonal-
noscig. Przyktadem moze by¢ wspomniana powyzej biblioteka logistf, ktéra
umozliwia estymacje modelu oraz testowanie hipotez statystycznych, lecz juz
automatyczne metody doboru zmiennych nie sg obstugiwane. Proponowana
aproksymacja umozliwia podejScie dwuetapowe, tzn. w pierwszym kroku uzyt-
kownik stosuje aproksymacje modelu Firtha, uzyskujac tym samym dostep do
funkcjonalnos$ci standardowych narzedzi estymacji regresji logistycznej, nato-
miast w drugim etapie uzytkownik dokonuje estymacji finalnego modelu za
pomocyg procedury Firtha.

5. Badania symulacyjne oraz przyklad empiryczny

5.1. Zalozenia badan symulacyjnych

W tej czgSci opracowania za pomocg badafn symulacyjnych nastgpujace trzy
metody estymacji modelu regresji logistycznej:

— metoda aproksymowanego Firtha (aFirth),

— zmodyfikowana metoda HLM (mHLM),

— standardowa metoda HLM,
zostang poréwnane z wzorcem, ktérym w tym badaniu jest model Firtha. W poréw-
naniach wykorzystano zbiory danych zawierajace:

—wariant A — k (k=2,4,6,8, 10, 12) nieskorelowanych zmiennych losowanych
z rozktadu N (0, 1),

— wariant B — % nieskorelowanych zmiennych losowanych z rozktadu N (0, 1)
oraz & zmiennych zero-jedynkowych losowanych z rozktadu Bernoulliego (praw-
dopodobienstwo uzyskania 1 przyjeto na poziomie 0,5).

W toku symulacji generowano R = 1000 zestawéw danych liczacych 50, 75,
100 oraz 200 przypadkéw. Warto$¢ y; okreslano jako losowg realizacje z rozktadu
Bernoulliego, w ktérym prawdopodobiefistwo sukcesu jest réwne F(x,0).
W ramach badania symulacyjnego wektor parametréw modelu rozwazono
w dwdch wariantach:

—wariant 1 —0,=1 (j

=0,. k),
— wariant 2 — ej =0,5 (/=0

k),
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gdzie 0, oznacza wyraz wolny. W rezultacie otrzymano cztery warianty symulacji
oznaczone kolejno Al, A2, B1, B2.

Zachowanie si¢ ocen parametrow okre§lano, mierzac ich przecigtne wzgledne
obciazenie zgodnie ze wzorem:

Z[_Z

J

®>
—

»\-—

GD

gdzie é’j'- to ocena j-tego parametru na podstawie r-tej symulacji.

5.2. Wyniki badan symulacyjnych

Wyniki przeprowadzonych badaf symulacyjnych zestawiono w tabelach 1—4.
Zgodnie z oczekiwaniami zaobserwowano, ze ogdlnie im mniejszy jest zbior
danych przy zalozeniu stalej liczby zmiennych objasniajacych oraz im wigcej
zmiennych obja$niajacych przy zalozeniu stalego rozmiaru zbioru danych, tym
wigksze jest obcigzenie ocen parametréw. Ponadto — réwniez zgodnie z oczeki-
waniami — oceny parametréw modelu regresji logistycznej wyznaczane metodg
Firtha charakteryzowaty si¢ bardzo niskim obcigzeniem w przekroju niemal
wszystkich wariantéw symulacji. Niewielkie odstepstwa od braku obcigzenia
zaobserwowano w najbardziej ekstremalnych przypadkach, tzn. w przypadku
n=>50,n="75oraz k =10, k = 12. Wykonane symulacje pozwalajg przewidywac,
ze korekta ocen parametréw modelu regresji logistycznej o obcigzenie rzgdu
wyzszego niz pierwszy nie bedzie skutkowac poprawa, ktérag mozna by uznac za
istotng z praktycznego punktu widzenia. Interesujagce rozwazania teoretyczne na
ten temat w klasie uogélnionych modeli liniowych (generalized linear model),
ktérych szczegdlnym przypadkiem jest model regresji logistycznej, przedstawili
G. Cordeiro i L. Barroso [2007].

Model HLM w swej standardowej postaci w poréwnaniu z modelem Firtha
wykazat bardzo stabg kontrole obcigzenia ocen parametréw. Dopiero przy n = 200
oraz niewielkiej liczbie zmiennych objasniajacych obcigzenie znajdowato si¢ na
akceptowalnym poziomie. Duzo lepsza kontrolg obcigzenia wykazat si¢ nato-
miast zmodyfikowany model HLM (mHLM), ktéry w znacznej czeSci symulacji
dawal wyniki zblizone do modelu Firtha. Interesujace jest, ze propozycja aFirth
nie dostarczyta zadowalajacych rezultatow. Aproksymacja ta, ogdlnie rzecz
biorac, prowadzita do zbyt mocnej korekty obcigzenia (oceny parametréw byty
mniejsze, niz powinny by¢), przy czym zjawisko byto tym bardziej dotkliwe, im
wiecej zmiennych obja$niajgcych znajdowato si¢ w modelu (przy zalozeniu statego
rozmiaru zbioru danych).
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Tabela 1. WartoSci przecigtnego wzglednego obcigzenia ocen parametréw — wariant Al (w %)

Kamil Fijorek

Liczba Liczba zmiennych (razem z wyrazem wolnym)

obserwacji Model 3 5 7 9 11 13
HLM 12,2 23,6 41,1 83,5 141,7 187,7

50 mHLM 79 7,1 14 -4,6 -11,8 21,1
Firth 1,3 2,1 1,5 L5 -04 -11,8
aFirth 2,6 -11,5 22,6 =322 —40,2 —48.0

HLM 6,6 11,6 18,2 29,1 49,6 73,2
mHLM 4.8 44 1,6 25 -6,5 -13,0

» Firth 0,5 0,6 04 1,3 38 2,3
aFirth -1,6 =17 -157 -23.8 -30,7 -38,0

HLM 33 73 10,6 18,1 26,8 37,5

100 mHLM 2,5 3,1 1,0 -0,3 —45 -8,8

Firth -0,7 0,1 -0,3 1,5 277 35
aFirth 2,1 -6,0 12,2 -18,0 253 =314

HLM 1,5 2,5 4,0 49 74 9,1

mHLM 1.9 1.9 14 -0,2 -1,5 -39

200 Firth 0,3 04 0,6 0,2 0,8 0.4
aFirth -04 2,6 =55 -9.8 -13,8 -18,5

Zrédto: opracowanie wlasne.

Tabela 2. WartoSci przecietnego wzglednego obcigzenia ocen parametréw — wariant A2 (w %)

Liczba Liczba zmiennych (razem z wyrazem wolnym)
obserwacji Model 3 5 7 9 11 13
HLM 6,2 14,5 2477 39,7 66,8 118,5
50 mHLM 4,0 7,0 8,8 9,5 7,8 5,6
Firth -2,3 -0,6 0,8 29 39 6,0
aFirth 2,1 -42 -1,5 -12,1 -18,3 -23,8
HLM 5,5 9.9 12,7 19,4 259 37,6
mHLM 44 6,2 52 6,3 5,6 54
» Firth 0,2 0,9 -0,2 1,0 1,2 3,0
aFirth 0,5 -09 -5,0 -7,8 -11,8 -15,7
HLM 29 6,8 9,0 12,5 16,5 21,2
100 mHLM 2.4 4.6 44 4.5 43 3,6
Firth -0,7 0,6 0,2 04 0,6 0,8
aFirth -04 -0,5 -3,1 -5,8 -89 -12,3
HLM 0,6 2.8 4,0 49 6.4 6,9
200 mHLM 0,8 2,5 2,8 2,5 2,6 14
Firth -0,7 0,5 0,6 0,3 0,5 -04
aFirth -0,5 0,1 -0,9 -2,5 -39 -6,5

Zrédto: opracowanie wlasne.
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Tabela 3. Wartosci przecietnego wzglednego obcigzenia ocen parametréw — wariant Bl (w %)

Liczba Liczba zmiennych (razem z wyrazem wolnym)
obserwacji Model 3 5 7 9 11 13
HLM 134 31,6 87,5 186,8 274,1 354,0
50 mHLM 9,9 14,8 20,0 17,4 10,7 11
Firth 0,3 0,7 1,6 -6.4 -19,6 -344
aFirth -40 -15.8 -29,2 —41.8 -52,0 =599
HLM 7.8 16,1 36,0 85,1 173,5 263,2
75 mHLM 6.4 10,1 15,6 20,6 234 21,0
Firth 0,7 0.8 2,1 1.9 -34 -164
aFirth 2.1 -10,5 21,7 -33.5 -44.6 -53.8
HLM 52 10,3 18,6 38,7 86,2 181,1
100 mHLM 4,6 7,2 10,1 14,7 20,3 25,8
Firth 04 0,7 0,3 1,0 0,5 277
aFirth -1,6 7,7 -17,2 -28,0 -38,6 —47,7
HLM 14 33 70 10,1 16,6 27,2
200 mHLM 1,7 2,8 53 6,2 9,0 124
Firth -0,3 -0,2 0,8 0,0 0,3 0,5
aFirth -1,2 -42 -8,7 -16,2 244 -33,0

Zrédto: opracowanie wlasne.

Tabela 4. WartoSci przecietnego wzglednego obciazenia ocen parametréw — wariant B2 (w %)

Liczba Liczba zmiennych (razem z wyrazem wolnym)

obserwacji Model 3 5 7 9 11 13
HLM 9,8 18,0 29,1 71,1 163,6 232,0

50 mHLM 79 11,9 14,8 223 28,2 294
Firth 1,0 1,7 0,5 38 43 2,1
aFirth 0,7 =33 -10,8 -17,8 -26,5 -35.1
HLM 42 11,0 149 25,0 41,5 102,8

mHLM 34 8,2 9,1 13,8 17,1 27,1

» Firth -0,9 1,6 0,2 1,6 1,1 4,5
aFirth -1,0 -1,3 —-6,7 -11,3 -18,9 254

HLM 43 6,6 104 16,7 20,8 359

100 mHLM 4,0 5,0 7,0 104 10,5 16,0

Firth 0,7 0,2 04 1,7 -0,5 0,9
aFirth 0,6 -1,7 -4.,5 -8,0 -15,1 -20,9

HLM 1.5 2,6 35 6,1 89 10,6

200 mHLM 1,7 23 2,6 44 6.1 6,6
Firth 0,1 -0,1 -0,5 0,2 0,8 -0,3
aFirth 0,1 -0,8 -2 -42 -6,6 -11,3

Zrédto: opracowanie wlasne.
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Podsumowujac wyniki symulacji, nalezy stwierdzi¢, ze model Firtha powinien
by¢ zawsze przedktadany nad inne rozwazane w artykule podej$cia. W sytuacji
gdy jego zastosowanie nie jest mozliwe, nalezy rekomendowaé stosowanie zmody-
fikowanego modelu HLM (mHLM). W przypadku niewielkiej liczby zmiennych
niezaleznych réznica pomig¢dzy dwoma podejSciami nie powinna by¢ duza. Dla
zbioréw danych liczacych 200 i wigcej obserwacji réznice pomigdzy podejSciami
przestaja by¢ zauwazalne przy zalozeniu zréwnowazonego stosunku liczby
sukceséw do porazek.

5.3. Przyklad empiryczny

W tabeli 5 zestawiono wyniki estymacji modelu regresji logistycznej za
pomoca omdéwionych w artykule metod. Zbidér danych, ktéry postuzyt do
estymacji modeli omawiaja i analizujg P.J. Rousseeuw i A. Christmann [2003,
s. 327-328], a jego oryginalnym Zrédtem jest praca [Finney 1947]. Zmienng obja-
S$niang jest zmienna symbolizujgca wystgpienie u badanej osoby wazokonstrykcji
(termin oznacza zwezenie Swiatta naczyn krwiono$nych). Zmiennymi objaSniaja-
cymi s3 objeto§¢ powietrza wdychanego (volume) oraz tempo wdychania powie-
trza (rate).

Tabela 5. Wyniki estymacji modelu regresji logistycznej dla zbioru danych

MNW HLM mHLM Firth aFirth

Zmienna

0 |se@)| o |[se@| o |se@| o |se@)| o |se6)
Wyraz wolny | 9,53 | 323 | 9,13 | 309 | -821 | 2,78 | 783 | 2,66 | —727 | 2,38
Volume 288 | 149 | 371 | 137 | 331 | 123 | 307 | 118 | 290 | 106
Rate 265 | 091 | 255 | 0,88 | 231 | 0,80 | 218 | 076 | 2,06 | 070

SE(0) - btad sredni szacunku.

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie: [Finney 1947].

Analizujagc wyniki estymacji, mozna stwierdzi¢, ze do ocen metody Firtha
najbardziej podobne sa oceny zmodyfikowanej metody HLM, nastgpnie aprok-
symowanej metody Firtha, dalej standardowej metody HLM, a najgorzej w tym
poréwnaniu wypadaja oceny metody najwigkszej wiarygodnoSci.

6. Podsumowanie

W artykule przedstawiono model regresji logistycznej Firtha w kontekscie
wag przypisywanych przez metode poszczegdlnym obserwacjom ze zbioru
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danych oraz zaprezentowano przeksztatcenie modelu HLM do podobnej postaci.
Na podstawie wnioskow plyngcych z alternatywnego spojrzenia na model Firtha
oraz HLM zaproponowano dwie metody aproksymacji modelu Firtha. Nastepnie
symulacyjnie zbadano jako$¢ aproksymacji oraz oméwiono praktyczne korzysci
ptynace z jej stosowania.
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Firth’s Logistic Regression Approximation by Weighting Observations

Firth’s approach to a logistic regression is presented from the perspective of weighted
data points. Hidden Logistic Model is reformulated accordingly and two approximations
of Firth’s procedure are introduced. A simulation study was conducted to investigate and
compare the quality of the approximations.

Keywords: logistic regression, bias reduction, complete separation, approximate estima-
tion.



