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O porownaniu dwoch populacji

Streszczenie

Poréwnywanie dwoch populacji jest interesujacym zagadnieniem statystycznym.
Dotyczy znajdowania istotnych statystycznie réznic na podstawie pozyskanych préb.

Najczesciej sprawdzane sa hipotezy o réwnoSci pewnego charakterystycznego para-
metru: wartoSci Sredniej, wariancji lub frakcji. Najskuteczniejsze parametryczne testy
wymagaja spelnienia zatozenia o zgodnoSci rozktadéw badanych populacji z rozktadem
normalnym. Istniejg jednak przypadki, w ktorych kluczowe znaczenie moze mie¢ porow-
nanie ksztaltu populacji wielowymiarowych. Dodatkowo rozktady badanych populacji sg
nieznane lub tez nie mogg by¢ uznane za rozktady normalne wielowymiarowe.

Niniejszy artykut przedstawia wyniki badaf dotyczacych weryfikacji hipotezy staty-
stycznej o braku réznic pomigdzy populacjami wykorzystujacej badanie réznic pomie-
dzy wektorami wiasnymi. Statystyki testowe zawierajace réznice pomigedzy wektorami
wlasnymi badanych populacji pozwalaja na badanie réznic w ksztalcie populacji nieza-
leznie od ich wartoSci Srednich lub wariancji. Moga wigc by¢ wykorzystane do testowania
zmienno§ci zjawisk w czasie nawet w obliczu trendu. Zaproponowano weryfikacje¢ hipo-
tez statystycznych za pomoca testéw permutacyjnych, co zwalnia z konieczno$ci badania
zgodnoSci z rozktadem normalnym oraz pozwala na stosowanie roznych statystyk testo-
wych. W podsumowaniu dokonano oceny wtasnosci proponowanych testéw z wykorzy-
staniem metody Monte Carlo.

Stowa kluczowe: testy statystyczne, testy permutacyjne, wektory wtasne, metoda Monte
Carlo.

1. Wprowadzenie

Poréwnanie dwdch populacji stanowi interesujace zagadnienie statystyczne.
Ma ono takze duze zastosowanie praktyczne, poniewaz umozliwia porownywanie
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dwdch produktéw, ustug, proceséw przemystowych czy zjawisk gospodarczych.
Umozliwia takze weryfikacje zmiennoSci tych zjawisk w czasie lub ich wrazli-
wosci na okreS§lony czynnik (badZ grupe czynnikéw). Z reguly badane urzadzenie
czy zjawisko opisuje zestaw parametrow tworzacy zmienng wielowymiarowa.
Prowadzi to do analizy wielowymiarowej wynikéw obserwacji pochodzacych
z dwéch populacji. Testowanie zgodnoSci moze polegaé na poréwnaniu [Domanski
1 Pruska 2000, s. 167]:

1) gestosci,

2) dystrybuant,

3) momentow,

4) statystyk pozycyjnych.

NajczeSciej stosuje si¢ poréwnywanie dwoch populacji ze wzgledu na pewien
parametr, np. warto$§¢ §rednig czy wariancj¢. Najbardziej popularne metody (test
T? Hotellinga, analiza MANOVA) stuzace do weryfikacji hipotez o réwnosci
parametréw wymagaja jednak spetnienia zatozef o:

—rozktadach obserwacji zblizonych do wielowymiarowego rozktadu normalnego,

— macierzach kowariancji tych obserwacji jednakowych i niezmiennych,

— niezaleznoSci obserwacji.

Dos§¢ czgsto jednak mamy do czynienia ze zjawiskami, ktdre nie spetniajg
powyzszych zatozefi, badZ tez nie potrafimy tego z zadowalajacym stopniem
pewnosci potwierdzié. P.K. Ito [1980, s. 220] twierdzi, ze metoda MANOVA jest
odporna na odstgpstwa od zatozenia o normalno$ci i stato§ci macierzy kowa-
riancji, ale dodaje, ze nie dotyczy to przypadkéw, w ktorych licznosci prob sg mate
i rézne od siebie. Przypadki takie sa w rzeczywisto$ci do$¢ czeste. Wtedy wnio-
skowanie statystyczne moze opierac si¢ na testach nieparametrycznych. Czgsto
jednak tablice wartoSci krytycznych tych testow, ktore zostaty opublikowane,
dotyczag tylko niewielkiej liczby wymiaréw [Domanski i Pruska 2000, s. 184].
Ograniczenie, jakim jest brak tablic wartoSci krytycznych statystyk testowych,
mozna ominaé, stosujac testy permutacyjne. Popularng statystyka testowa w wery-
fikacji hipotezy o réwnoSci wartosci Srednich préb wielowymiarowych jest np.
statystyka, ktérg podaje P.I. Good [2005, s. 174]:

T2 =(X,-X,) ¢'(X,-X,), 0
gdzie:
X, = (g5 X s oo X5 Xy = (X5 Xy, 005 X, ) — Macierze obserwacji wielowy-
miarowych,

N — liczba permutaciji,
k — ilo§¢ wymiaréw,
C — macierz elementéw:
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Metoda omawiana w artykule dotyczy badania miar ksztattu, wykorzystuje
wlasciwosci wektorow wlasnych w analizie gtéwnych sktadowych (PCA), w ktérej
weryfikacje hipotezy statystycznej przeprowadza si¢ za pomoca testow permuta-
cyjnych. Pozwala to nie tylko na poréwnanie dwoch populacji dotyczace rdznic
pomiedzy wartoSciami Srednimi lub rozproszeniem, ale takze na badanie réznic
w ksztatcie populacji niezaleznie od ich wartoSci Srednich lub wariancji. Sama
istota testow permutacyjnych zwalnia z koniecznoSci weryfikacji zatozefi o postaci
badanych rozktadéw.

2. Prezentacja hipotezy badawczej

Opis problemu

Powodem podjgcia opisanych w niniejszym opracowaniu badafn byta
konieczno$¢ poréwnania dwdch serii produkcyjnych czujnikéw przemystowych.
Ze wzgledu na szeroki dopuszczalny przedziat regulacji parametréw tych czuj-
nikéw dla réznych serii produkcyjnych nie mozna bylo si¢ oprze¢ na typowych
testach r6znicy wartoSci Srednich lub wariancji. Wazne byto natomiast okreslenie,
czy skupiska wielowymiarowe obrazujgce zestawy parametréw elektrycznych tych
czujnikdw sg do siebie podobne. Zrodzit si¢ pomyst wykorzystania jako pewnego
wskaznika ksztattu tych skupisk zestawéw wektorow wiasnych. Zauwazono, ze
jesli wektory wilasne obliczone dla pozyskanych dwdch préb bytyby do siebie
zblizone, brak byloby podstaw do odrzucenia hipotezy o zgodnoSci testowanych
serii produkcyjnych. NieznajomoS¢ postaci rozkladéw (asymetryczny, ucigty),
a w szczegdlnosci wartosci krytycznych stala si¢ przyczyna wykorzystania
w eksperymencie testow permutacyjnych.

Postawienie hipotezy

Przyjmijmy, ze zmienne losowe x,, ..., x, bedg probg wylosowang z badane;
populacji o rozktadzie okreSlonym dystrybuantg F (x), za$ zmienne losowe y,, ...,y
beda proba wylosowang z badanej populacji o rozktadzie okre§lonym dystrybuantg
F,(y). Wtedy hipoteza badawcza przyjmie postac:

H: F (x) =F,(y). )
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3. Zalozenia teoretyczne — analiza gléwnych skladowych (PCA)

Analiza gtéwnych sktadowych stuzy dekompozycji zmiennoSci préby wielo-
wymiarowej reprezentowanej wektorem X na zbior sktadowych, gdzie:

— kazda skfadowa jest ortogonalna wzgledem pozostatych,

— pierwsza skfadowa wyjasnia najwigkszg cz¢S¢ wariancji zmiennych X,,
kolejne skfadowe — najwieksza czes¢ pozostatej wariancji itd.

Gt6wne sktadowe Y, stanowig kombinacj¢ liniowg pierwotnych zmiennych X:

Yi=apXi+apXp+.. +au X, &)

Geometrycznie gidwne sktadowe mozna interpretowaé jako kierunki w prze-
strzeni wielowymiarowej, w ktorej préba jest najbardziej rozproszona (rys. 1).
Kierunki te okreslaja kolejne wektory wiasne macierzy kowariancji uszeregowane
wedtug malejacych warto$ci wlasnych. Analiza w interesujgcym nas zakresie spro-
wadza si¢ do znalezienia macierzy wektorow wlasnych V oraz wektora wartosci
wiasnych A, dla macierzy kowariancji X:

1

X =WXXT. ©6)

Matematyczny opis modelu opiera si¢ na rownaniu charakterystycznym:

TV = AV. 0

&\ pierwsza
o «— sktadowa

-2

druga —
sktadowa

x1

Rys. 1. Interpretacja geometryczna gtéwnych sktadowych
Zrédto: opracowanie wiasne.
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Wektor warto$ci wiasnych okresla ilo§¢ wariancji wyjasnianych przez poszcze-
gblne skfadowe gtéwne. Jednym z czeSciej stosowanych kryteriow okreslenia
liczby wykorzystywanych sktadowych gtéwnych jest — stosowane dalej w rozwa-
zaniach — kryterium wartoSci wlasnych, w ktérym pozostawia si¢ te sktadowe
gtéwne, dla ktérych wartoSci wlasne sg wigksze od 1.

4. Testy permutacyjne

Testy permutacyjne naleza do metod statystycznych, ktérych praktyczne
wykorzystanie w ostatnich latach ogromnie wzrasta. Jest to wynik wzrostu mocy
obliczeniowej stosowanych komputeréw.

W testach permutacyjnych nie jest konieczne spetnienie zatozei o normalnoSci
rozktadéw badanych zjawisk, a weryfikacja hipotez jest mozliwa nawet dla préb
o niewielkich liczno$ciach. Istotg testow permutacyjnych jest utworzenie wiasnej,
najlepiej dobranej do konkretnego przypadku statystyki testowej, a nastgpnie
symulacyjne przyblizenie jej rozktadu — jako rozktadu statystyk obliczonych dla
wszystkich mozliwych permutacji. NajczeSciej ze wzgledu na ogromng liczbe
permutacji stosuje si¢ losowania bezzwrotne wystarczajgcej iloSci kombinacji.
Doktadno$¢ tej metody jest dla wigkszoSci przypadkéw wystarczajaca juz dla 1000
permutacji [Hesterberg i in. 2003, s. 45]. Na podstawie otrzymanych wynikéw
wyznacza si¢ empiryczny rozktad wybranej statystyki testowej. Stwierdzamy brak
podstaw do odrzucenia hipotezy H,,, jeSli spetniony jest warunek:

Tno2=<To=Tyi_up> ®)

gdzie: Ty o/2,Ty,1-0/2 S@ kwantylami empirycznego rozktadu statystyki 7', rzg¢du
o/2 oraz 1 —ou/2. Jezeli warunek (8) nie jest spetniony, to odrzucamy hipotezg H,,.

5. Opis eksperymentu

Ze wzgledu na brak doSwiadczenia oraz znanych opiséw literaturowych tego
typu podejScia do poréwnania dwdch populacji w eksperymencie przeprowadzono
badania dla catego szeregu prob 5-wymiarowych otrzymanych droga symulacji
komputerowych. Celem badan byto poznanie wiasnoSci i ograniczefi tej metody
statystycznej. W kazdej z symulacji pobierano metoda Monte Carlo (100 losowar)
dwie podpréby z préb o kontrolowanych typach rozktadéw. Licznosci podpréb
wynosity odpowiednio:

— 101 10 obserwaciji,

—30 1 30 obserwaciji,
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—50 1 50 obserwaciji,

—200 1 200 obserwaciji,

— 101 50 obserwacii,

— 101200 obserwacii.

W analizach rozwazano préby o symulowanych rozktadach, tworzac nastepu-
jace przypadki testowe.

Przypadek testowy 1

Pierwsza proba — rozktad normalny wielowymiarowy o wektorze wartoSci
Srednich [0, 0, 0, 0, 0] oraz jednostkowej macierzy kowariancji.

Druga préba — rozktad normalny wielowymiarowy o wektorze wartoSci Sred-
nich przesuwanym od [0, 0, 0, 0, 0] do [x, x, x, x, x] (gdzie x = 0,0; 0,1; ...; 1,0) oraz
jednostkowej macierzy kowariancji.

Przypadek testowy 2

Pierwsza proba — rozktad normalny wielowymiarowy o wektorze wartoSci
Srednich [0, 0, 0, 0, 0] oraz jednostkowej macierzy kowariancji.

Druga préba - rozktad normalny wielowymiarowy o wektorze wartoSci Sred-
nich [0, 0, 0, 0, 0] oraz macierzy kowariancji postaci jak w tabeli 1 (gdzie x = 0,0;
0,1;...;09).

Tabela 1. Macierz kowariancji dla przypadku 2

—_

olo|l~ ool

S| O | O |~ | =

o= OO0 |
R =A==l

S| OO =

Zrédto: opracowanie wlasne.

Przypadek testowy 3

Pierwsza proba — rozktad normalny wielowymiarowy o wektorze wartosci
$rednich [0, 0, 0, 0, 0] oraz jednostkowej macierzy kowariancji.

Druga préba — rozklad normalny wielowymiarowy o wektorze wartosci $red-
nich [0, 0, 0, 0, 0] oraz macierzy kowariancji postaci jak w tabeli 2 (gdzie x = 0,0;
0,1;...;09):



O poréwnaniu dwdch populacji 7

Tabela 2. Macierz kowariancji dla przypadku 3

Cl
1 X 0 0
X X 0 0
C, X X 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

Zr6dto: opracowanie wiasne.

Przypadek testowy 4

Pierwsza proba — rozktad normalny wielowymiarowy o wektorze wartosci
Srednich [0, 0, 0, 0, O] oraz jednostkowej macierzy kowariancji.

Druga proba — rozktad wielowymiarowy odksztatcony od rozktadu normal-
nego (takie same odksztalcenie dla kazdego wymiaru), standaryzowany, o miarach
asymetrii i spfaszczenia jak w tabeli 3.

Tabela 3. Miary sko$noSci i sptaszczenia dla przypadku 4

Wariant Skos$nosé Kurtoza
1 0,5 0,25
2 0,01 0.8
3 0,15 04

Zrédto: opracowanie wlasne.

Przypadek testowy 5

Pierwsza préba i druga proba — rozklady normalne wielowymiarowe
o wektorze wartoSci $rednich [0, 0, 0, 0, 0] oraz macierzach kowariancji, odpo-
wiednio (gdzie x = 0,0; 0,1; ...; 0,9). Macierz kowariancji dla przypadku 5
(pierwsza i druga préba) przedstawiono w tabelach 4 1 5.

Tabela 4. Macierz kowariancji dla przypadku 5 — pierwsza proba

¢
1 X 0 0
X X 0 0
C, X X 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

Zrédto: opracowanie wilasne.
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Tabela 5. Macierz kowariancji dla przypadku 5 — druga préba

¢
1 -X -X 0 0
-X 1 -X 0 0
C, -X -X 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

Zrédto: opracowanie wlasne.

Narys. 2 przedstawiono ksztatty elipsoid przypadkéw 1-3 oraz 5 w widoku 3D,
anarys. 3 histogramy jednej ze zmiennych przypadku 4 dla wszystkich okre§lo-
nych wariantéw.

»

ZAN

270" 5
4 -2
x3 02
Przypadek 1 Przypadek 2

2 0 2 4

Przypadek 3 Przypadek 5

Rys. 2. Obraz 3D elipsoid reprezentujacych przypadki testowe 1-3 1 5

Zrédto: opracowanie wlasne.
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Rys. 3. Przyktadowe histogramy jednego z wymiaréw dla wariantéw przypadku 4
Zrédto: opracowanie wiasne.

Istotne znaczenie w stosowaniu testow permutacyjnych ma dobdr statystyki
testowej, do$¢ czgsto dobiera si¢ statystyki testowe zblizone badz identyczne ze
statystykami testow parametrycznych. W tym przypadku ze wzgledu na brak takich
testow parametrycznych badania przeprowadzono dla dwéch statystyk (ST, i ST,):

Statystyka ST,

Stanowi ja dtugos$¢ (w metryce euklidesowej) wektora bedacego réznicg pierw-
szych wektoréw wiasnych:

k
ST, =] AV, ‘:V”_VZI:\/W’ ©)
gdzie:

V,,» V,, — pierwsze wektory wiasne pierwszej i drugiej podproby,
k — liczba wymiaréw.

Statystyka ST,

Stanowi ja suma wazona dlugoSci (w metryce euklidesowej) wektoréw beda-
cych réznicami kolejnych wektorow wtasnych — zgodnie z kryterium wartoSci
wlasnych (a wiec az do tych wektoréw wiasnych, dla ktérych odpowiednio obie
wartoSci wlasne sg wieksze od 1). Wagami stosowanymi w probie sg Srednie aryt-
metyczne proporcji wariancji wyjaSnionych przez odpowiednig gtéwna sktadowa.
Taka statystyka umozliwia lepsze odwzorowanie ksztattu elipsoid wielowymia-
rowych, szczegélnie kiedy wigcej wartosci wiasnych ma wartoSci wigksze od 1:

m Ry
ST, = ZIHVU—VZJ-H . jesli Ay, Ay > 1, (10)
“
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gdzie:
Ayj» Ay — j-te wartoSci wiasne pierwszej i drugiej podpréby,
m — liczba gtéwnych skfadowych spetniajgcych kryterium wartos$ci wtasnych.
Test permutacyjny przeprowadzono N = 1000 razy zgodnie z przedstawiong
ponizej sekwencja.
1. Po wybraniu odpowiedniej statystyki obliczy¢ jej warto$¢ dla badanej proby — T
Dokonaé permutacji danych, ktéra niszczy zaleznoSci pomigdzy zmiennymi
oraz tworzy — N razy — dwie grupy zmiennych, zgodnie z rys. 4.

Proba 1 Proba 1
X, X, X, X, X Y, T, Y, Y, X
X1 Xia X3 X4 Xis Yi Y12 Vi3 Yig Yis
X1 X2 X3 X4 X5 Yai Yo Y3 Vo4 Vs
R Y2 X3 o Xis Y1 Y2 Y3 Yma Vs
Po permutacji
X, X, X5 X, X Y, Y, Y, Y, X
X1 X2 X3 X4 Xos 51 Xso Xs3 Xsq Xss
71 X7 73 X724 75 Rt AP 13 X4 s
Yo Y Va3 Vo4 Yas Yai Yar Va3 Yaa Yas
X3 X3 X33 X34 X35 Y Y12 Yi3 Yia Yis

Rys. 4. Tlustracja tworzenia kolejnych permutacji préb
Zrédto: opracowanie whasne.

2. Obhczyc warto$¢ wybranej statystyki testowej dla wylosowanych grup — T,
=1,2,...,N.
3. Oszacowac warto$¢ p-value jako ASL (obszar krytyczny prawostronny):
_card(T" > T;)
ASL=———3/—". (1D
Jesli oszacowana wielko$¢ ASL jest wigeksza od przyjetego poziomu istot-
nosci o, nie ma podstaw do odrzucenia testowanej hipotezy.



O porownaniu dwdch populacji

6. Wyniki obliczen

Dla kazdego z przypadkéw na podstawie 100 symulacji Monte Carlo o liczno-
Sciach podpréb okreSlonych w punkcie 5 obliczono prawdopodobiefistwo odrzu-

cenia hipotezy H ) dla pozioméw istotnosci o = 0,05 oraz a = 0,10.

Wyniki przedstawiono na rys. 5-8, na ktérych wykreslono krzywe prawdopo-
dobienstwa odrzucenia H, w zaleznosci od parametru x oraz licznoSci podpréb dla

przypadkow testowych 1-3 i 5 oraz w tabeli 6 (przypadek testowy 4).

1
Statystyka ST
091 ysty | )
0,81 /
0,7 1 / 4
e
0.67 Vs
Ve
P 0,51 //// - +1(10, 10)
1 7 ——(30,30
o 7 E50750;
i 7 — - (50,
0,3 .
| » —— (200, 200)
0.2 P o050
0,17 . I e P Sl —=—(10,200)
0 == Y :
0 0,2 04 0,6 0,8 1
parametr x
1
p -+ (10, 10)
— —(30,30)
— - (50,50)
—— (200,200)
—— (10, 50)
—&— (10,200)
0 0,2 04 0,6 0,8 1
parametr x

Rys. 5. Przypadek testowy 1

Zrédto: obliczenia wiasne.
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1
09 | Statystyka ST,
0,3 -
0,7 1
0,6
p 05 ----(10,10)
0.4 1 /’ = 4= =(30,30)
031 / — +(50,50)
i / ——(200,200)
0,2 e~/ //’ —A—(10,50)
0,1 1 B — /,_7__ e, —=—(10,200)
0 e : il
o1 02 03 04 05 06 07 08 09
parametr x
1
091 Statystyka ST,
0,8+
0,7+
0,61
P 0.5 --- (10,10)
0,41 = =(30,30)
0,34 // — +(50.50)
i ~_l[——00,200)
0.2 —— =T T =a050)
01— - @ I N i || —=—(10,200)
0" il e ; !
01 02 03 04 05 06 07 08 09

Rys. 6. Przypadek testowy 2

Zrédto: obliczenia wiasne.

Tabela 6. Prawdopodobienistwa odrzucenia H,, dla wszystkich wariantéw przypadku
testowego 4 w zaleznoSci od liczno$ci podpréb

. LicznoSci podpréb (n;, 1)
Wariant testowy
(10,10) | (30,30) | (50,50) |(200,200)| (10,50) | (10,200)

Statystyka ST,

1 031 096 1 1 0.09 008

2 0.46 1 1 1 0.1 0.08

3 0.16 0.78 094 1 0,09 0,05
Statystyka ST,

1 031 096 1 1 0,09 008

2 046 I 1 1 0.1 008

3 0.16 0.77 094 I 0.08 0,05

Zrédto: obliczenia wiasne.
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0,9 1 Statystyka ST, / )
0,8 1 s
0,7 | g
0,6 1 / /

p 059 4 ’/ - - (10,10)
0.4 1 = / — = (30,30

0,3 1 7 // — - (50,50)
7/ ; —— (200, 200)
0,2 7/ s === (10,50
0,11 PP il
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Rys. 7. Przypadek testowy 3

Zrédto: obliczenia wiasne.

Przeprowadzone symulacje pokazujg, ze mozliwa jest weryfikacja hipotezy H,
za pomocy testu permutacyjnego z proponowanymi statystykami opartymi na
réznicy wektoréw wiasnych. Metoda ta jest bardziej uniwersalna niz znane testy
parametryczne i nieparametryczne: pozwala na weryfikacje bez koniecznoSci
badania jakichkolwiek zalozefi nie tylko w przypadkach, w ktérych badane
populacje, z ktérych pobrano préby, réznig si¢ wektorem wartoSci Srednich czy
macierza kowariancji, ale takze w przypadku innych odksztatcefn od rozktadu
normalnego wielowymiarowego (asymetria, splaszczenie). Pewne watpliwoSci
budzi praktyczna przydatno$é tej metody dla matych préb (o licznosci (10, 10)
i w przypadkach duzej réznicy licznosci: (10, 50), (10, 200), gdzie prawdopodo-
bienstwo odrzucenia jest bliskie 0 nawet przy znacznym wzro§cie parametru x.
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Zrédto: obliczenia whasne.
Tabela 7. WartoSci wiasne dla drugiej proby danych
Przypadek testowy Warto$ci wlasne
1 1,11 1,06 0,98 0,94 0,90
2, parametr x = 0,9 1,90 1,04 1,00 0,95 0,11
3, parametr x = 0,9 2,81 1,04 0,96 0,10 0,09
4, wariant 1 3,77 0,34 0,31 0,30 0,29
4, wariant 2 391 0,29 0,28 0,26 0,25
4, wariant 3 2,93 0,54 0,54 0,50 0,49
5, parametr x = 0,9 2,79 1,02 0,98 0,11 0,11

Zrédto: obliczenia witasne.
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Poniewaz wyniki analiz wskazuja na nizsze prawdopodobiefistwa dla staty-
styki ST2, przeprowadzono dodatkowe badania, §ledzac mozliwe przyczyny
takiego zjawiska. W tabeli 7 przedstawiono wartoSci wiasne dla odksztalcanych
prob danych (drugie préby) analizowanych przypadkéw testowych. Prawdo-
podobnie gorsze zachowanie si¢ testu dla statystyki ST2 jest wynikiem pewne;j
utomnoSci symulowanych préb, ktérych elipsoidy sg bardzo regularne, z kilkoma
osiami symetrii. W efekcie w wyjaSnianiu dominuje pierwszy wektor wtasny.
Dalsze badania prowadzone na rzeczywistych pakietach danych zweryfikuja
zachowanie si¢ obu statystyk testowych.

7. Podsumowanie

Rozwdj mozliwosci obliczeniowych wspétczesnych komputeréw zacheca do
stosowania nowych metod statystycznych. Do takich metod niewatpliwie zalicza
si¢ testy permutacyjne. Artykut prezentuje kolejng mozliwo$¢ ich stosowania
bedacy alternatywa dla znanych metod poréwnywania dwdch populacji wielowy-
miarowych, niewymagajaca badania zatozen o rozktadzie ani homoskedastycz-
noSci. Zaleta tej metody jest mozliwoS§¢ weryfikacji za pomocg jednego testu
hipotezy o braku réznic migdzy badanymi prébami, niezaleznie od ksztattu elip-
soid je reprezentujacych. Metoda ta moze by¢ stosowana do poréwnywania kilku
populacji albo §ledzenia zmian w tej samej populacji. Nasuwa si¢ pytanie, czy
moze ona stuzy¢ takze do weryfikacji hipotezy o rozktadzie normalnym wielowy-
miarowym (badanej populacji) przez poréwnanie z inng populacjg o rozkladzie
normalnym. Préba odpowiedzi na to pytanie bedzie przedmiotem dalszych badan.
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On the Comparison of Two Populations

A comparison of two populations is an interesting and very common statistical prob-
lem. It involves finding statistically significant differences based on given samples.
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The most common way is to verify the hypothesis concerned the equality of certain,
characteristic parameters, i.e. mean, standard deviation or fraction. The most efficient
parametric tests need to fulfill assumptions about the normal distribution of examined
populations. There are, however, cases where comparing “the shape” of multivariate popu-
lations could be crucial. Additionally, the distributions of tested populations are either
unknown or cannot be treated as multivariate normal distributions.

This paper presents the results of investigations on the comparison of two populations
where the differences between eigenvectors were implemented. Test statistics, based on
the differences between first eigenvectors of tested populations, make it possible to exam-
ine the differences of a shape, regardless of its mean or standard deviation. They could
be used, for example, to test the variability of a given phenomenon even with the trends.
It was proposed to verify the hypotheses with permutation tests, where no assumptions
about the distribution must be fulfilled. Doing so would make it possible to use different
test statistics as well. At the end of the paper, the characteristics of the examined tests
were estimated using Monte Carlo simulation.

Keywords: statistical test, permutation test, eigenvectors, Monte Carlo method.



