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Streszczenie

Prezentowana praca jest kontynuacja rozwazan prowadzonych nad kurtozag wektora
losowego. Kurtoza wektora losowego rozumiana jest tutaj jako moment centralny czwar-
tego rzedu wektora losowego podzielony przez kwadrat j jego warlanCJl Pojecie momentu
centralnego wektora losowego, a w szczegdlnosci warlancp opiera si¢ na definicji potegi
wektora i zostalo zaproponowane przez J. Tatara. W niniejszym artykule przedstawione
zostaty wybrane, istotne wtasnoSci kurtozy wektora losowego. Naleza do nich m.in.
wlasno§¢ niezmienniczosci wzgledem pewnych przeksztatcefi afinicznych. Ponadto usta-
lony zostat zwiazek miedzy kurtoza wektora losowego a kwadratem jego wspélczynnika
asymetrii. Spetnienie podanych wtasnoSci przez tak skonstruowang miar¢ moze uzasadniaé
jej wybor na wielowymiarowy odpowiednik kurtozy jednowymiarowej zmiennej losowej.

Stowa kluczowe: kurtoza wektora losowego, potega wektora, rozktad wielowymiarowy,
charakterystyki rozktadu wielowymiarowego.

1. Wprowadzenie

Prezentowana praca jest kontynuacja rozwazafi prowadzonych nad kurtoza
wektora losowego [Budny i Tatar 2009, Budny 2009]. U podstaw tych rozwazan
lezy zaproponowana przez J. Tatara [1996 i 1999] definicja potegi wektora w prze-
strzeni z iloczynem skalarnym.

Definicja 1. Dla dowolnego v € R" oraz dowolnej liczby k € N, = NU{0} k-ta
potege wektora v definiujemy w nastepujacy sposob:
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k-1 .
vi7 v dlak-nieparzystych
v'=1€ Roraz V' = il parzysty
<v ,v> dla k-parzystych
W pracy rozwazaé bedziemy przestrzen wektorowa (R, R, +, - ) w ktorej okre-

§lono klasyczny (euklidesowy) iloczyn skalarny postaci:
<v, w> = v,w, gdzie v = (VisVas s W)y W= (Wi, Wy, .o, w,) € R™.
i=1

Dzieki wykorzystaniu pojecia potegi wektora zostaty zdefiniowane m.in.
momenty centralne wielowymiarowego wektora losowego [Tatar 1996 1 1999].

W pracy przyjeto nastepujace oznaczenie:

— DX to moment centralny rzgdu 2 wektora losowego X = (X, ..., X;):Q — R¥
oparty na definicji potegi wektora czy tez rownowaznie wariancja catkowita, czyli

k
D*X =) D*X, (por. [Bilodeu i Brenner 1999)).
i=1

Za pomoca momentdw centralnych wektora losowego, na podstawie postaci
kurtozy jednowymiarowej zmiennej losowej [Cramer 1958, Jakubowski i Sztencel
2004], zdefiniowana zostata kurtoza wektora losowego.

Zatézmy zatem, ze X = (X, ..., X,):Q — R" jest wektorem losowym, dla
ktdérego istnieje moment centralny czwartego rzedu.

Definicja 2. Przez kurtoz¢ wektora losowego X : Q — R” rozumiemy liczb¢ postaci:

E[(X -EX)']

(D*X)

Tak skonstruowany wskaznik posiada szereg istotnych, pozagdanych wtasnosci.
Dotychczas podano posta¢ kurtozy dla wybranych typéw rozktadow (przypadek
wektoréw losowych o stochastycznie niezaleznych wspotrzednych, posiadajacych
rozktady normalne czy tez rozkfady #-Studenta) [Budny i Tatar 2009] oraz nieco
og6lniej wyznaczono postac¢ kurtozy dla wektora losowego o stochastycznie
niezaleznych wspéirzednych [Budny 2009]. Warto w tym miejscu zwréci¢ uwage
na wektor losowy, ktérego wszystkie wspoétrzedne posiadajg ten sam rozktad
normalny i sg stochastycznie niezalezne. Kurtoza takiego wektora losowego jest
bowiem postaci:

B, =KurtX =

2
Bz,n: 1+ﬁ

W pracy oméwione zostang kolejne wazne wtasnoSci kurtozy wektora loso-
wego, rozumianej jako iloraz momentu centralnego czwartego rzedu wektora
losowego dzielonego przez kwadrat jego wariancji catkowitej. WiasnoSci te wraz
z przedstawionymi powyzej uzasadniajg wybdr tak skonstruowanej miary na
wielowymiarowy odpowiednik kurtozy zmiennej losowej (jednowymiarowej).
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W literaturze przedmiotu pojawiajg si¢ propozycje definicji kurtozy wektora
losowego [Mardia 1970, Kotz, Johnston i Balakrishnan 2000]. Prezentowane
W niniejszym opracowaniu podejScie jest inne niz spotykane do tej pory.

2. Kurtoza jako niezmiennik pewnych przeksztalcen afinicznych

W kolejnych trzech twierdzeniach zaprezentowana zostanie wtasnosé
niezmienniczoSci kurtozy wzgledem wybranych typéw przeksztatcefi afinicznych.

Twierdzenie 1. Kurtoza jako niezmiennik skali

Przypus¢my, ze X = (X, ..., X, ):Q — R” jest wektorem losowym, dla ktérego
istnieje kurtoza, natomiast @ € R jest dowolng liczbg rzeczywista.
Wtedy:

Kurt(aX) = KurtX. (1)

Dowdd. Ponizsze przeksztalcenia uzasadniajace réwno$¢ (1) wynikajg z defi-
nicji wariancji wektora losowego, definicji parzystych poteg wektora losowego
oraz wlasnoSci iloczynu skalarnego:

El(ax - B(ax))']  E((aX - E(aX),aX - E(aX)})
(D*(aX)) " (E({aX - E(aX),aX - E(aX))))’ ~
E(a* (X - EX. X ~EX)) ) a*E((X - EX, X ~EX)’) _E[(x - Ex)] I
(a*(D*X)) N a(D*x) - (p*x) urtd

Kurt(aX) =

Twierdzenie 2. Kurtoza jako niezmiennik translacji

Niech X:Q — R" bedzie wektorem losowym, dla ktérego istnieje kurtoza, oraz
niech b € R" bedzie dowolnym wektorem z przestrzeni R".
Wéwczas:

Kurt(X + b) = KurtX. Q)

Dowdéd. Réwnosé (2) wynika wprost z definicji kurtozy wektora losowego oraz
z faktu, ze wariancja wektora losowego jest niezmiennikiem translacji [Tatar 1999].
Istotnie:
4 4
ks py < FLCHD= QD] EIOX b EQ0) 0] _
(D*(X+b)) (D*X)
E[(x+b-E(X)-b)] E[(X-E(x))]
B (D*x) - (X7

= KurtX.
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Przed sformutowaniem kolejnej wtasnosci kurtozy wektora losowego rozpa-
trzmy nastepujacy lemat.

Lemat 1. Zatézmy, ze X:Q — R" jest wektorem losowym, dla ktérego istnicje
moment centralny rzedu 2k oraz C, ) jest macierzg ortogonalng (tzn. C" = C™).

Wéwczas:
E[(CX - E(CX))*| = E[(X - E(X))*],

czyli momenty centralne parzystego rzedu sg niezmiennikami przeksztatcefi orto-
gonalnych.

Dowdd. Na poczatek zauwazmy, ze macierz CX jest postaci:

Jj=

n
c X
Cll e C]n X] Zl %)

CX= =
Col el X, S
n M nn n

,ZI%'X/‘

j=

Dzigki wlasno$ciom momentéw centralnych parzystego rzgdu otrzymujemy:

n

E[(CX—E(CX))M}:E[((C(X—EX))Z)I(}:E{[Z(icﬁ(&.—E(Xj))Jz]k:|:

i=1 \_j=1

= ELIL z[k]l[[ Z oy (X —E(X,))(X, - E(X, ))J [ Z i (X —E(X)(X, - E(X, ))]H =

s, t=1 s, 1=1
=E { > [ > GO SRR (Xslll —E (X.\-[IJ))(X!M -k (Xrlll))'
1] ekt \ (1, sk, ot K1

(X =B (X)) (X - B (er))ﬂ -

= E{ > i (Xsm ‘E(Xsm))(xzm ‘E(er))‘ -"‘(Xsm —E(Xy[k]))(x,[k] ‘E(sz))‘
S e [KBT1 1

[ Z RUTUR DD Ci[k]smcf[kpmﬂ =
if1]. ....i[k]=1

= E{ > i (Xsm ‘E(Xsm))(xzm ‘E(er))' -"‘(Xsm —E(X_V[k]))(X,[k] - E(er))‘
St s 1] et K1

[Z S ] [Z Cils{ k€Kl k] H =
i1]=1 i[k]=1
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= EL]} ..‘,s[k].i:[‘h. ,..,/[k]zl(X:['] = (X)) %00 = E () (= E (00 (X0 £ (X))

'<C-s[11,C-r[1]>' '<C-s[k]7c-t[k]>]’
gdzie c.; to j-ta kolumna macierzy CX.

Przypomnijmy, Ze kolumny (wiersze) macierzy ortogonalnej tworza uktad
ortonormalny, a zatem:

E[(cx - E(Cx))*]=

=k { 2 (Xsm -E (Xsm))(x,[l] -k (er))' -"'(Xs[k] -E (Xs[kl))(xtm -E (er))'
1] e SR, et [K]1

1 dla s=¢

'Ismr[l]'-~-'Is[k]z[k]}’gdZie In:{ 0 dla s#r

Wobec tego:

n

E[(ex-E(cx))" |- E[

0 S (XS[I] - E(XS[I] ))2 e (Xs[k] - E(Xs[k] ))2 :I =

_ El:[ y (x4 —E(Xs[]]))zj.._,{ " l(xx[k] —E(Xx[k])fﬂ - EMZ(X —E(X_‘v))zjk}:

s{1]=1 slkl=
= El(x ()P

Twierdzenie 3. Kurtoza jako niezmiennik przeksztatcefn ortogonalnych

Jezeli X:Q — R” jest wektorem losowym, dla ktérego istnieje kurtoza, oraz C,,,
jest macierzg ortogonalng (tzn. CT = C™) to:

Kurt(CX) = KurtX.

Dowdd. Twierdzenie 3 jest natychmiastowym wnioskiem z lematu 1. Istotnie
z lematu 1 wynika, ze momenty centralne czwartego oraz drugiego rzedu
(wariancja) sa niezmiennikami przeksztalcefi ortogonalnych, a zatem kurtoza
wektora losowego jako iloraz ich odpowiednich funkcji réwniez spetnia te
wiasnos¢.

W nastgpnym rozdziale ustalone zostang ograniczenia dolne dla wartoS§ci
kurtozy.
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3. Kurtoza wektora losowego — ograniczenia dolne

Twierdzenie 4. Niech X:Q — R" bedzie wektorem losowym, dla ktérego istnieje
kurtoza 3, ,. Wowczas:

B,,=1.

Dowdad. Kluczowa rolg w dowodzie odgrywaé bedzie nieréwno§¢ Jensena. Przy-
pomnijmy zatem jej postac:

g(E[X]) =< E[¢(X)].
gdzie X to zmienna losowa, natomiast g to funkcja wypukta.

_ Zauwazmy, ze g(x) = x? jest funkcja wypukta. Jezeli w nieréwnosci Jensena za
X przyjmiemy zmienng losowa (X — m)?, to uzyskamy:

(E[(X ~mY ) < E|(X -m})|.
czyli:
(D*X) <E[(X -m)].

E[(X —m)']
Mamy wiec W > 1,azatem B, , > 1.

Uwaga 1. Ograniczenie dolne dla kurtozy wektora losowego w przypadku
n-wymiarowym jest realizowane przez rozklad wektora losowego, bedacego
zestawieniem n niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie
dwupunktowym (zero-jedynkowym ) z p = 5, czyli przez szczeg6lny przypadek
wielowymiarowego rozktadu dwupunktowego.

Dowdd. Istotnie dla wektora losowego X = (X, ..., X,):Q — R" spetniajgcego
powyzsze zatoZenia kurtoza jest postaci:

S el -mTe 3 ECK-mPJEL - 7]

B _ i¢.7 _
2,n — =

(D*x)
_ n(D*X)KurtX, +n(n-1)(D°X)  KurtX,+n-1
B (D’ X))’ B "
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gdzie X, to zmienna losowa o rozktadzie zero-jedynkowym z p = %, dla ktorej

12 1
(3pP-3p+1) (3(2) -3(3)+1)
kurtoza wynosi , czyli Kurt X; = = 1. Wobec tego
p(1=7) L

1+n-1
Bz,n= n = 1

Zauwazmy ponadto, Ze poSréd wektorow losowych bedacych zestawieniem
n niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie dwupunktowym

(zero-jedynkowym) jedynie wektor z p = 5, ma kurtoze réwna 1.

Istotnie z poprzednich obliczen wynika, iz:

(Gp*=3p+1)
B, = p(l—pn) _BpP-3p+l )(JI( )) p(1-p) 3

Szukamy p €(0, 1) spetniajacych réwnanie B, , = 1, a wigc:
(3p*=3p+ 1)+(n—1)p(1—p) _
np(1-p)
Otrzymujemy wobec tego réwnanie kwadratowe zmiennej p postaci:

4p* —4p + 1 =0, ktérego jedynym rozwigzaniem jest p = %

Uwaga 2. Nie ma gérnego ograniczenia dla wartoSci kurtozy n-wymiarowego
wektora losowego.

Dowdd. Dla wektoréw losowych bedacych zestawieniem n niezaleznych
zmiennych losowych o tym samym rozkfadzie dwupunktowym (zero-jedyn-
kowym) z postaci (3) wynika, ze jezeli p — 0" lub p — 17, to B, , —+o0.

Przed sformutowaniem kolejnego twierdzenia przypomnijmy nastepujacg defi-
nicje.

Definicja 3. Wspétczynnikiem asymetrii wektora losowego X:Q — R" nazywamy

wektor postaci [Tatar 2000]:

E[(X -EXY
Y1, = SkewX = Ax-£X)]
(D*X):

Twierdzenie 5. Nierownos$¢ migedzy kurtoza wektora losowego a kwadratem jego
wspdlczynnika asymetrii
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Niech X=(X,,...,X,):Q — R" bedzie wektorem losowym, dla ktérego
istnieje kurtoza. Zalézmy, ze warto$¢ oczekiwana tego wektora to m, a macierz
kowariancji ma postaé¢ 6>/, gdzie 6 > 0. Wéwczas prawdziwa jest nieréwnosé:

BZ,nZ 1+n(Y1,11)2' (4)

Dowdd. W pierwszej czgsSci dowodu wykazemy, ze nieréwnos¢ (4) jest prawdziwa
dla wektoréw losowych (spelniajacych zatozenia twierdzenia 5) o zerowym
wektorze warto$ci oczekiwanych i jednostkowej macierzy kowariancji.

Niech zatem X ~ d,, (0, ). Z tego faktu (w oczywisty sposéb) wynikaja naste-
pujace wiasnoSci:

—E(ZXi)=OdlakaZdeg0i €{l,....n}, 3)
— D°X,= ldlakazdegoi € {1,...,n} = D*X=E(X*)=n, ©6)
- E(X;X;)=0dlawszystkich i, j € {1,...,n} takich, ze i # j. 7

Zauwazmy, ze dla wszystkich ay € R, a, € R" oraz a, € R zachodzi nieréwnos¢:
E[(a0+<al,X>+a2)2]zo. @)
Nieréwno$¢ (8) mozna natomiast przedstawi¢ w postaci:
at+(ay,a))+2agarn + 2a2E[<a1,X>X2]+ 2 E[X*]=0. )
Istotnie z wiasnosci catki uzyskujemy:
E|(ay+(ar, X)+ay X ) | = E| (ag + (ay. X)F +2(ap+ (ay, X))a, X +(a, X°F | =
- E[ag +2ag (ay, X )+{ay, XV +2agar X +2(ay, X)ar X + a§X4J =
= ab +2ayE[(a), X)|+ E|(a,, X |+ 2a,a, E[X*] + 2a2E[<a1, X>X2] +2E[X*).
Zwroémy teraz uwage na réwnosci:
E[<a1,X>]=0, (10)
El<a1,X>2J=<a1,a1>. (11)
Wynikaja one bezposrednio z wlasgoéci (5)—(7”).
Rzeczywiscie E[(ay, X)] = E(Z} a}X,) =2 al E(X)) 2o,
natomiast:

(@ PE(X2)+ Y ala E(x,x,) %"
1 i j=1 ’ :
i%]

ol xP] -] abxf -] % alabnx |-

n
i=1 i,j=1 i=

1

™

(a’!)z :<al7al>'

i=1
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Dzigki rownosciom (10) i (11) otrzymujemy zatem postac (9).
Zauwazmy réwniez, ze zachodzg nastepujace rownosci:

n

(E(x)f =Y (/Zl E(X?Xf))z 12

i=1

oraz
E[(E(x*), X)x°] = (E(x")) . (13)

Istotnie:

(E(X*)) =(E(xX), E(X*)) =

(el o ) o )

= <<,Z| E(X2X)) ; E(XfX,,)),(é:l E(X2X)) ,Z E(Xan))> = Zl (/Zl E(Xf-Xl-))2 :

Do réwnoSci (13) natomiast prowadzg ponizsze przeksztatcenia, w ktérych
korzystamy z wtasnosci (12):

—_—
—
Ty
—
M
2%
>
——
S
\/\
I x
2%
>
<
\“/
2
>
—
M
2%
.
Il

~.
I

Nieréwnos¢ (9) jest prawdziwa dla wszystkich a, € R,a, €R", oraz a, €R,
a wigc w szczegdlnosci dla a, spetniajgcego rownos¢ a5 =—5 oraz a, takiego, ze
ag+2agayn =—1. "

Przyjmijmy, ze a, = % Wéwczas funkcja f{ay) = ag+2a, %n = aj+ 2a,
osigga minimum w punkcie @y = -1 réwne fy;, (—1)=-1. Przyjmijmy zatem
ay =—1. Zauwazmy, ze (przy powyzszych a, i a,) jesli a; = cE(X?), gdzie c€ R,
to na podstawie wtasnosci (13) nieréwno$¢ (9) przybiera postaé:

E[x*]

1+ EX), ECO)) + 2B + = >0,

Mamy zatem:

(€2 e )p 4, 2 0.
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(E(x))

Przy zatozeniu X ~ d, (0, 1) otrzymujemy (7, )’ = — Wéwczas
~1+(*n* +2en’)(v,,,) + B2, 2 0.

Stala ¢ € R chcemy tak dobraé, aby c’n’ + 2cn” = —n. Otrzymujemy wiec
rownanie kwadratowe zmiennej ¢ postaci et +2nPc+n=0,w ktérym A =0,
czyli posiadajgce (w zbiorze liczb rzeczywistych) jedyne rozwigzanie postaci

2
co= _22:3 = —%. Za a, przyjmujemy zatem wektor postaci —%E (X%).

Podsumowujgc, dlaa, = -1, a, = —%E (X*)oraz a, = % nieréwnos¢ (9) przyj-
muje postaé nieréwnosci (4) (przy zatozeniu X ~ d, (0, I)).

WeZmy teraz pod uwage wektor losowy X o wektorze wartosci oczekiwanych m
oraz macierzy kowariancji postaci 6> 1.

Zauwazmy, ze jezeli X ~ d, (m, o’l ), to:

— E(X;—m,;)=0dlakazdegoi<{l,...,n}, (14)

- D*X;=0¢" dlakazdegoi€{l,...,n}, (15)

— E|(X;—m;)(X;—m;)|=0dlawszystkich i, j €{1, ...,n} takich, ze i #j. (16)

Rozwazmy wektor losowy X postaci:

— n
X=(H5 .5

= (Xl—ml X—mn)

Spetnia on wlasnoSci (5)—(7).
Istotnie na podstawie wtasnoSci (14):

E(X) = B(X) = Lp(x,— m) 0 dia kazdego i< {1, ....n}.

Dzigki wtasnoSciom wariancji zmiennej losowej oraz (15) otrzymujemy:

X;—m; 1 1 as) 1
T)z?Dz(Xi_mJ:?DZ/Yi :?02 =1

dla kazdegoi€{1, ...,n}.

DX, =D

W koficu (16) implikuje wtasnos$¢ nieskorelowania zmiennych losowych X,
oraz X; dla wszystkich i, j €{1, ..., n}, takich ze i # j. Istotnie:

E(X,X;)= E[(#)( Xj;mj )] _ #E[(Xi—mi)()(j—mj)] .

Na podstawie powyzszych ustalen mozna stwierdzi¢, ze wektor losowy X ma
zerowy wektor wartoSci oczekiwanych oraz jednostkowa macierz kowariancji,
czyli X ~ d, (0,1). Dla wektoréw losowych o takich rozktadach nieréwno$é (4)
zostata juz wykazana, a wigc:
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Kurt X = 1 +(Skew X ).

Zauwazmy réwniez, ze Kurt X = Kurt X oraz (Skew X )2 = (Skew X )2.
Istotnie:

5 dom e (Ksm]

E[(Y—EXY]_E[y“]_i,] 1 ij=1

KurtX = —— = > = 5 = o -
(D*X) n n n
2 A C-mP] ) el
- ’1264 = (n62)2 = (D2X>2 = KurtX

Réwnos¢ dotyczaca kwadratéw wspdtczynnikéw asymetrii uzasadniaja nato-
miast nastgpujace przeksztatcenia:

([ _ (e[X°]) _ (e[xX*]) )
=0 T (o) (DAY = (SkewX ).

Nieréwnos¢ (4) zostata udowodniona.
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Some Properties of the Kurtosis of a Random Vector

The paper is a continuation of a discussion of the kurtosis of a random vector. Multi-
variate kurtosis is defined as the fourth central moment divided by the square of the
variance of a random vector. This term is built on the definition of the power of a random
vector proposed by J. Tatar. The paper presents selected, essential properties of multi-
variate kurtosis — among other things the invariance property under a number of affine
transformations. Besides that, the relation between kurtosis of the random vector and its
skewness is fixed. In view of these properties, the fourth central moment divided by the
square of the variance of a random vector may be regarded as a satisfactory measure of
multivariate kurtosis.

Keywords: kurtosis of a random vector, power of a vector, multivariate distribution,
characteristics of the multivariate distribution.



