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Streszczenie

Jedng z wazniejszych kategorii modeli rynku kapitalowego stanowiag modele wskaz-
nikowe. Wyrazaja one liniowg zaleznos¢ stop zwrotu z konkretnych (pojedynczych) akty-
wow od wybranego zestawu czynnikéw. Czynnikami tymi sg na ogét stopy zwrotu odpo-
wiednio konstruowanych portfeli; mogg nimi by¢ np. wybrane indeksy gietdowe.

Kluczowe znaczenie w modelach wskaznikowych maja wspoétczynniki wrazliwosci
modelowanej stopy zwrotu na zmiany wybranych czynnikéw. Wspétczynniki te znane sg
w teorii i praktyce finanséw jako tzw. wsp6iczynniki B, a jedng z metod ich wyznaczania
jest analiza regresji.

We wczesniejszych pracach autor wykazal, ze mozliwa jest jednoznaczna konstruk-
cja funkcji regresji dla dwoch wektoréw losowych niekoniecznie o tych samych wymia-
rach. Wynik ten w niniejszym opracowaniu stanowi dogodny punkt wyjScia do uogél-
nienia postaci modeli wskaZnikowych, na przypadek gdy wektor wybranych stép zwrotu
jest funkcja innego wektora czynnikéw (np. wektora stép zwrotu z innych aktywéw).
Uzyskany w ten sposéb wspétczynnik f z oczywistych powod6éw bedzie miat postaé
macierzows.

Stowa kluczowe: potega wektora, momenty rozktadu, funkcja regresji, modele wskaz-
nikowe.
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1. Wprowadzenie

Podstawowym pojeciem, na ktérym opiera si¢ propozycja przedstawiona
W niniejszym opracowaniu, jest potega wektora w przestrzeni Hilberta zapropo-
nowana m.in. w pracach [Tatar 1993 i 1996b]. Przypomnijmy, Ze jezeli (V, +, -)
jest dowolng przestrzenig Hilberta nad cialem skalaréw R z iloczynem skalarnym
(e|+):VxV — Rorazjezeliv € V ik € Ny= NU{0} to k-t potege wektora v defi-
niujemy nastepujaco:

Definicja
W=1€R
oraz

k-1 .
o v -v  dlak-nieparzystych
(v*"'|v) dlak-parzystych

Potegowanie wektoréw umozliwito z kolei zdefiniowanie w naturalny sposéb
momentéw facznych dowolnego rzedu dowolnego wektora losowego &:Q — V.
W przypadku momentéw zwyktych przyjeto bowiem m; = E (EF), zas w przy-
padku momentéw centralnych p, = £ [(&, - ml)k |- Uzyskane w ten sposéb charak-
terystyki wielowymiarowych rozktadéw prawdopodobiefistwa istotnie réznig
si¢ od znanych w literaturze tzw. momentéw mieszanych. Ponadto z wtasnoSci
potegi wektora losowego wynika m.in. skalarny charakter momentéw facznych
rzedu parzystego oraz wektorowy charakter momentéw rzedu nieparzystego (por.
np. [Tatar 1993, 1996b i 2009]). Wtasnos¢ ta uzasadnia (a niewatpliwie: sprzyja)
wykorzystaniu odpowiednich momentéw do konstrukcji miar potoZenia oraz miar
rozproszenia rozktadéw wielowymiarowych, takich jak np. wariancja, asymetria,
kurtoza czy eksces (por. [Budny 2009, Budny i Tatar 2009, Tatar 1996a i 2006]).

Dla dwéch wektoréw losowych &:Q — V oraz n:Q — V' o wartosciach w tej
samej przestrzeni Hilberta zdefiniowano z kolei ich moment mieszany rzedu & + /
jako my, = E(EF-m'). Szczegblny przypadek momentu mieszanego wektoréw & i,
tzn. moment /2, nazwano ich kowariancja i przyjeto klasyczne oznaczenie cov(§,m).

W praktyce najczeSciej wykorzystywanym przypadkiem przestrzeni Hilberta
jest s-wymiarowa przestrzefi euklidesowa RS z naturalnym (euklidesowym)
iloczynem skalarnym. Dlatego kolejnym krokiem w rozwijaniu proponowanej
koncepcji charakteryzacji wielowymiarowych rozktadéw prawdopodobienstwa
byto sformutowanie pytania o wtasnosci tacznego rozktadu wektora (€, n), gdzie
£:Q — R" oraz n:Q — R” réwniez sg wektorami losowymi niekoniecznie o tych
samych wymiarach, tzn. niekoniecznie n = m. Waznym zagadnieniem okazato
sie badanie wzajemnej zaleznosci wektoréw & i 1. W tym kontekscie rozwazano
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w szczeg6lnosci warunkowe wartosci oczekiwane jednego z wektoréw losowych
przy pewnych zatozeniach czynionych o drugim z nich. Tak sformutowany
problem w prosty sposéb prowadzit do regresji liniowej dwéch wektoréw loso-
wych o dowolnych wymiarach (por. [Budny i Tatar 2012, Najman i Tatar 2010,
Osiewalski i Tatar 1999]). W pracy [Budny i Tatar 2012] udowodniono nastgpujace
dwa twierdzenia.

Twierdzenie 1

Jezeli X:Q — R" orazY:Q — R" sg wektorami losowymi spetniajacymi warunki
D*X <+00, D*Y <+00 oraz D*X #0, to warto$¢ oczekiwana E[(Y —aX —bY]

_ o dl cov(X,Y) b BV COV(X,Y)EX
osigga minimum dla @ =—15-—oraz b = EY - — 5~ :

Latwo mozna zauwazy¢, ze powyzsze twierdzenie jest prostym uogdlnieniem
na przypadek wielowymiarowy znanego w literaturze sposobu dopasowywania
metoda najmniejszych kwadratéw prostej regresji dwoch jednowymiarowych
zmiennych losowych. Podkre§lmy jeszcze raz, ze powyzsze uogélnienie okazato
sie mozliwe dzigki wykorzystaniu przypomnianej wczeSniej koncepcji momentéw
facznych.

Jeszcze dalej idacego uogélnienia dostarcza twierdzenie 2.

Twierdzenie 2
Niech X=(X,,X,,...,X,):Q—R" oraz Y=(Y,,1,,...,7,):Q - R" beda
wektorami losowymi takimi, ze X,,Y; € L* (Q) = {f:Q - R ffz dP < +oo} oraz
Q

detXy # 0, przy czym Xy jest macierza momentéw rzedu drugiego (wariancji-
-kowariancji) wektora X.

Wowczas warto§¢ oczekiwana E[(Y—A -X—b)ZJ osigga minimum dla
A=Kow(Y,X)- Y., oraz B=EY — A4 - EX , gdzie:

E[(Y,— EY,)(X, ~ EX,)] - E[(Y) - EY,)(X,, ~ EX,))]
Kow(Y,X)= E[(Yz‘EY?)(XI—EXI)] E[(Yz—EYz‘)(Xm—EXm)] |

E[(Y,- EY,)(X, - EX))] E[(Y,-EY,)(X, - EX,,)]

2. Propozycja funkcji regresji finansowych wektorow losowych

Niech r=(r,ry, ..., r,,) :Q — R" bedzie wektorowa zmienng ryzyka (doktad-
niej: wektorem m zmiennych ryzyka), np. wektorem losowych stép zwrotu z aktywow
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o numerach: 1, 2, ..., m. W szczeg6lnosci mozemy przyjac, ze sg to rynkowe losowe
stopy zwrotu mozliwe do osiggnigcia na akcjach spotek: s, s,, ..., s .

Niech z kolei f=(f1, f5..... /,)":Q — R" bedzie n-wymiarowym wektorem
czynnikow ryzyka. Kazdy z czynnikow f, dlai =1, 2, ..., n, jest zatem jedno-
wymiarowa zmienng losowa i moze by¢ interpretowany np. jako stopa zwrotu
z wybranego indeksu rynkowego badZ jako inny czynnik (na ogét makroekono-
miczny), ktérego wartoSci — zdaniem modelujacego rynek — wptywaja na reali-
zacje wektora r, a wigc takze na wartosci jego sktadowych r,, gdziei=1,2, ..., m.
Zaktadamy ponadto, Ze macierz wariancji-kowariancji wektora f jest nieosobliwa,
tzn. detX , # 0. Zatozenie to oznacza, ze wariancja rozktadu wektora f w sensie
Wilksa (za: [Morrison 1990]) jest niezerowa, czyli ze rozktad n-wymiarowy nie
jest w istocie rozktadem w podprzestrzeni o wymiarze mniejszym niz n. Jeszcze
inaczej: nieosobliwo$¢ macierzy X , oznacza liniowg niezalezno$¢ wspétrzednych
(sktadowych) wektora f.

Bedziemy poszukiwaé modelu liniowej regresyjnej zaleznoSci wektoréw r i f,
czyli modelu postaci:

r=B-f+A4+U, Q)

gdzie: 4 =[oy], ., i B=|B;],, sa macierzami rzeczywistymi odpowiedniego
wymiaru; za§ U = [u;], ., jest m-wymiarowym wektorem losowym o zerowym
wektorze wartoSci oczekiwanych spefniajagcym ponadto warunki:

cov(fu;)=0dlai=1,2,....n; j=1,2,..., mtakich,ze i # j ?)
oraz
cov(u,u;)=0dlai,j € {1,2,..., m} takich, ze i # j. 3)

O ile f jest wektorem wspdlnych czynnikow ryzyka dla wszystkich zmiennych
ryzyka, to wspdtrzedne wektora losowego U moga by¢ interpretowane jako tzw.
czynniki specyficzne dla poszczegdlnych zmiennych ryzyka. Swiadczq o tym
powyzsze zatozenia o braku skorelowania migdzy réznymi czynnikami specy-
ficznymi oraz miedzy kazdym z tych czynnikéw a r6znigcymi si¢ wskaznikami
(numerami) zmiennymi ryzyka. Innymi stowy, na kazdg zmienng ryzyka moze
mie¢ wplyw tylko jeden specyficzny czynnik ryzyka (specyficzny wtasnie dla
danej zmiennej ryzyka).

Specyfikacja modelu (1) polega na znalezieniu postaci macierzy A oraz B.
W tym celu wykorzystamy twierdzenie 2. Bezposrednio z jego tezy wynika, ze:

B = Kow(r, f)- Z}l, )

. -1 . . . , .
gdzie Zf jest macierzg (stopnia n) odwrotng do macierzy > 7+ zas macierz
Kow(r, 1) jest postaci:
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E[(r=Er)(h=Ef)] - E[(r=En)(/,—Ef,)

]
Kow(r, ) =| F12= BB - Bl By )]

E{(rn— B i~ B)] - Bl Er ) B

Wymiary ma01erzy Kow(r, f) oraz > , zapewniajg wykonalno$¢ mnozenia
Kow(r, f)- Z P i decyduja o tym, Ze jego wynik jest macierza stopnia m X n,
czyli B= B, =|Bjl, .-

Z tezy twierdzenia 2 otrzymujemy rowniez posta¢ macierzy A. Jest bowiem:

A=Er—B- Ef ®)

Poniewaz Er (jako wektor wartoSci oczekiwanych wspoirzednych wektora r)
jest macierza wymiaru m X 1, B — macierza wymiaru m X n, oraz Er — macierzg
wymiaru n X 1, wigc ostatecznie 4 = 4,,,; =0 a to oznacza, ze A jest
wektorem m-wymiarowym.

Wobec uzyskanych w (4) oraz (5) postaci macierzy B i A poszukiwany model
(réwnos¢ (1)) przyjmuje postac:

r =K0w(r,f)-z;.1 -f + Er — Kow(r, f)z;l “Ef +U. ©6)

Powyzsza zalezno$¢ jest rGwnaniem macierzowym, wiec w istocie otrzyma-
liSmy n réwnan takich, ze dla kazdego i=1,2, ...,n jest:

=B it Ba ot B S+ Oy, 6"

il]mxl’

przy czym
o;=Eri— B, Efi—Bin Efs—...—Bin Efy»

B; jest j-tym elementem i-tego wiersza macierzy B (dla kazdego j=1,2,...,m),
za$ u; jest i-tym czynnikiem specyficznym spetniajagcym zatoZenia (2) oraz (3).

3. Przyklad funkcji regresji wektorow losowych

Dotychczasowe ogdlne rozwazania zilustrujemy przyktadem, ktéry — przy
zalozeniu niewielkich wymiaréw wektoréw r oraz f pozwoli lepiej zrozumieé
zagregowane macierzowe zwiazki, a ponadto — w rozwazanym przypadku —
wskaze na efektywng posta¢ wspétczynnikow o i f3.

Niech zatem r = (r,7,,73):Q — R® oraz f= (fis fos 5):Q — R? bedg odpo-
wiednio wektorami zmiennych i czynnikéw ryzyka.
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O wektorze czynnikow ryzyka zaktadamy ponadto, ze macierz jego momentéw
rzedu drugiego > ; Jest macierzg nieosobliwg, czyli:

Var f; cov(fi, /)
cov( £, f1) Var f,

Przy powyzszych zatozeniach poszukujemy regresyjnego liniowego modelu

detz_/:det =Varf;- Varfz—[cov(f,,fQ)]Z;tO.

r=B-f+A4+U, 1
gdzie:
Bii B (o9] Uy
B=(By Bxnl| Ad=|o|, U=|u|,
Bsi B O3 us

przy czym: A i B s macierzami rzeczywistymi, a U jest wektorem losowym, ktérego
wspétrzedne spetniajg warunki: E(U) = 0, cov( f;,u;) =0 oraz cov(u,;,u;)=0,
dlai=#j.

Wobec nieosobliwoSci macierzy Zf istnieje macierz do niej odwrotna
0 postaci:

Var f, —cov(fi, f5)
T Var f,-Var f,—[cov(fi, H)] Var fi-Var f,=[cov(fi, /)]
r —COV(fz,fl> Var f; :

Var f,-Var f,—[cov(f, L)} Var fi-Var f,—[cov(fi, /)]
Ponadto:
cov(ry, fi) cov(ry, fr)
Kow(r, f)=|cov(ry, fi) cov(ry fo)|-
cov(rs, fi) cov(rs, fr)

Stad na mocy tezy twierdzenia 2 mamy:

B B
B:Kow(r,f)~2}1= P Pn|=
Bsi Bxn
cov(ry, fi) Var fy—cov(ry, f,) - cov( fi, f) cov(ry, fo)- Var fi —cov(ry, fi) cov(fi, f)
Var f, - Var f, —[cov( fi, /)] Var f, - Var f, —[cov( fi, /)]
B cov(ry, 1) Var fy—cov(ry, f)-cov( fi, f) cov(ry, fo)- Var fi —cov(ra, fi)-cov( fi, f) (5)
B Var f, - Varfz—[cov(f,,ﬁ)]2 Var f, - Varfz—[cov(fl,fz)]2
cov(rs, fi) Var fy—cov(rs, fo) cov( fi, f2) cov(rs, fo) Var f —cov(rs, fi) cov( fi, f>)
Var f, - Varrfi—[Cov(]‘i,fé)]2 Var f, - Var f; —[cov(]‘i,fz)]2
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oraz
Eri =By Ef, —Bio Efy oy
A=Er—B-Ef=|Er,—By Efi —Bn Efy|=| 2.
Ery—Bs - Efi =B Ef| Loy

Ostatecznie poszukiwany model (1') przyjmuje postaé:
Bi-fi+Bifotoy+u,

=[Bar- fi+Bn ot 0 tuy|, (6"
Bai- fi+Bs ot s +us

r

r=11

r3
gdziedlai=1,2,3:
B cov(ry, fi)- Var f,—cov(r;, f) - cov( fi, f2)

B = Var f, Var f,~[cov (/i /5)]
_cov(r, fo) Var fy —cov(ri, fi)-cov( /i, f5)
Bi2 - Varﬁ . Varf2 - [COV(fl’ ](2)]2 ’

cov(r, i) Var fy—cov(r;, f)- cov( fi, f2) 5

Var f, - Var f, —[cov(fi, /o) /-

cov(ry, fo)- Var fi —cov(r;, fi)-cov(fi, f5) .
B Var f; - Varfz—[cov(fl,fz)]2

o, =Er,—

Ef; .

4. Uwagi koncowe

Uzyskany w réwnaniu (6) — w przypadku szczegdlnym w réwnaniu (6") — model
jest, podobnie jak znane w literaturze finansowej modele wielowskaznikowe (por.
[Ross 1976, Sharpe 1963]), dogodnym narzgdziem do badania zaleznoSci wybra-
nych zmiennych ryzyka od ustalonego uprzednio zestawu czynnikéw ryzyka. Tym
razem mozliwe staje si¢ badanie tej zaleznosci jednoczes$nie dla wszystkich zmien-
nych, a macierz (5) — w przyktadzie: (5') — dostarcza stosunkowo prostego sposobu
wyznaczania wspotczynnikéw B. Ich interpretacja rowniez jest prosta i naturalna:
Bl.j jest miarg wrazliwosci i-tej zmiennej ryzyka (czyli r,) na zmiany wartoSci
J-tego czynnika ryzyka (czyli ]3), Bl] jest bowiem odpowiednig pochodng czastkowg

.. rl
qukCJl r= ri(ﬁ,ﬁ, ...,ﬁ,), tzn. Bij = _af .
J

PodkreS§lmy jeszcze raz, ze komentowany wynik uzyskano, wykorzystujac
nowa koncepcje tzw. momentéw tacznych wielowymiarowych rozktadéw praw-
dopodobienstwa.
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Zauwazmy ponadto, ze w przypadku szczegdlnym, gdy bedziemy uwzgled-
nia¢ tylko jeden czynnik ryzyka f,, to kazde z réwnan (6') przyjmie posta¢
ri=PBun fito+u;(dlai=1,2,...,m),czyli okaze si¢ tozsame z zaproponowanym
przez W.F. Sharpe’a [1963] jednowskaznikowym modelem rynku kapitatowego.

Warto na koniec zapyta¢ o posta¢ uzyskanego modelu, w przypadku gdy — jak
to czynig niektérzy autorzy (por. np. [Rynki... 2008]) — zalozymy brak skore-
lowania migdzy kazdymi dwoma czynnikami ryzyka, czyli ze cov(f;, f;) =0,
gdy i # j. Wowczas, co szczegdlnie wyraznie widaé¢ w macierzy (5') przy zatozeniu

cov(r, f7)

cov( fi, f2) =0, wspétczynniki wrazliwosci sg postaci B; = —-— 7
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Indicatory Models of the Capital Market that Use the Regression Function
of Random Vectors

One of the more important categories of the capital market, indicatory models show
the linear dependence of rate from specific (individual) assets on a selected set of factors.
These factors are usually the profitability of appropriately constructed portfolios; these
can include, for example, specific stock indexes. The coefficients of the sensitivity of the
rates on the changes of specific factors are essential for the indicatory models. In financial
theory and practice those coefficients are known as beta coefficients and one method of
determining them is regression analysis.

In the previous works the author showed that construction of the regression function
of two random vectors — not necessarily of the same dimensions — is possible. That result
— in this paper — is a convenient starting point to generalising the indicatory model form
for cases where the vector of selected repayment rates is a function of other vector factors
(e.g. the repayment rate vector of other assets). The beta coefficient obtained in this way,
for obvious reasons, will have a matrix form.

Keywords: power of a vector, moments of a distribution, regression function, indicatory
models.



