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Streszczenie

Podstawowy aparat matematyczny teorii wzrostu gospodarczego (w przypadku
modeli z czasem ciggtym) stanowig réwnania rézniczkowe oraz sterowanie optymalne,
czyli wyznaczanie rozwigzan réwnan rézniczkowych spetniajacych okre§lone warunki
i optymalizujacych pewien funkcjonat catkowy. W artykule przedstawiono (na przykta-
dzie modeli wzrostu Mankiwa-Romera-Weila oraz Lucasa-Uzawy) wybrane mozliwosci
programu Mathematica w zakresie: numerycznego rozwigzywania réwnafi rézniczkowych
(réwnan ruchu) i wyznaczania optymalnych wartoSci funkcjonatéw (catkowitej zdyskon-
towanej uzytecznoSci) w przypadku, gdy rozwigzania optymalne wyznaczone s jedynie
w sposob numeryczny, symbolicznego rézniczkowania rozwigzaf réwnan rézniczkowych,
wyrazonych za pomoca pewnej klasy funkcji specjalnych — funkceji hipergeometrycznych
Gaussa oraz graficznej prezentacji rozwigzan réwnan rézniczkowych.

Stowa kluczowe: Mathematica, réwnania rézniczkowe, modele wzrostu gospodarczego,
sterowanie optymalne.

1. Wprowadzenie

Teoria wzrostu gospodarczego jest niewatpliwie jednym z najbardziej sforma-
lizowanych dziatéw ekonomii. Stosowany w niej aparat matematyczny obejmuje
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m.in. teori¢ rownan rézniczkowych i réznicowych, teori¢ sterowania optymalnego
(lub ogdlniej — optymalizacje dynamiczng) oraz jakoSciowg teori¢ uktadow dyna-
micznych. Wyznaczanie Sciezek wzrostu (optymalnych Sciezek wzrostu) mode-
lowanych gospodarek sprowadza si¢ do rozwigzywania réwnan rézniczkowych
lub przynajmniej jakoSciowej analizy dynamiki uktadéw generowanych przez
te rownania. Niezwykle pomocnymi, a czasami niezastagpionymi narzedziami
wspomagajacymi analiz¢ matematycznych modeli wzrostu sa programy kompute-
rowe zwane systemami algebry komputerowej (computer algebra systems, CAS).
Jednym z gléwnych programéw tego typu, a wiasciwie Srodowiskiem stuzgcym
do naukowych obliczen numerycznych i symbolicznych, sporzadzania dwuwy-
miarowej i tréjwymiarowej grafiki oraz interaktywnych dokumentéw jest Mathe-
matica, ktorej producentem jest Wolfram Research Inc. z siedzibg w Champaign
IL, USA. W artykule przedstawiono (na przyktadzie modeli wzrostu Mankiwa-
-Romera-Weila oraz Lucasa-Uzawy) wybrane mozliwoSci programu Mathematica
w zakresie:

— numerycznego rozwigzywania réwnan rézniczkowych (réwnan ruchu) oraz
wyznaczania optymalnych wartosci funkcjonatéw (catkowitej zdyskontowanej
uzytecznoSci — lifetime utility) w przypadku, gdy rozwigzania optymalne wyzna-
czone sg jedynie w sposéb przyblizony (numeryczny),

— symbolicznego rézniczkowania rozwigzan réwnan rézniczkowych, wyrazo-
nych za pomoca pewnej klasy funkcji specjalnych — funkcji hipergeometrycznych
Gaussa,

— graficznej prezentacji rozwigzaf réwnaf rézniczkowych.

2. Model Mankiwa-Romera-Weila ze sterowaniem

T. Tokarski [2011] przedstawia pewien problem sterowania optymalnego
w neoklasycznym modelu wzrostu Mankiwa-Romera-Weila ([Mankiw, Romer
i Weil 1992]. Problem polega na wyznaczeniu Sciezek czasowych stop inwestycji
s, (1) oraz s, (f) odpowiednio w kapitat rzeczowy i ludzki, ktére maksymalizujg
catke preferencji (faczna zdyskontowang uzyteczno$¢) typowego konsumenta dang
wzorem:

szom{[1—SK(f)—sH(t)]y(t)}l"’—l

-0 e¥dr. ()

W powyzszej catce y(1)=Y()/L(t) jest wielkoScia produkciji Y(?) przypadajacej
na pracujgcego, przy czym liczba pracujacych L(7) ro$nie wyktadniczo, zgodnie ze
wzorem L(f) = Lje", w ktérym L > 0 jest zasobem pracy w chwili poczgtkowe;j
t =0, an >0 stopg wzrostu zasobu liczby pracujgcych. Wielkosci p > 0 oraz
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0€(0,1)U(1,+ oo) sa parametrami oznaczajacymi odpowiednio stope dyskon-
towg oraz wspotczynnik wzglednej niecheci konsumenta do ryzyka.
W rozwazanym modelu funkcja produkcji jest funkcja Cobba-Douglasa

Y(e)=[K()*[H(O)P[4(e)L(2)] 77", @

w ktorej K(¥), H(f) 1 A() oznaczaja kolejno: zasoby kapitatu rzeczowego, kapitatu
ludzkiego oraz zasoby wiedzy. Te ostatnie okreSlone sg wzorem A(f) = A e,
w ktorym A > 0 oznacza zasoby wiedzy w chwili 7 =0, a g > 0 stopg wzrostu
postepu technicznego. Dodatnie parametry o i [} spetniajace warunek a + 3 < 1,
oznaczaja elastyczno$¢ produkeji ¥ wzgledem kapitatu rzeczowego K i kapitatu
ludzkiego H. Zaktadajac, ze dynamika kapitatu K i kapitatu H opisana jest rowna-
niami rézniczkowymi:

K'(t)=sx(1)Y(1)-0xK(1), ©)
@
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gdzie: 84,8, €(0,1) sa stopami deprecjacji kapitatéw, wspomniany problem
sterowania optymalnego mozna sformutowac nastepujaco: znalez¢ Sciezki czasowe
stop inwestycji s, (f) oraz s, (7), ktére maksymalizujg taczng zdyskontowang

K(1)

. y . K(1) .
uzyteczno$¢ (1), gdy zmienne stanu k(7 )= (1) h(t)= (1) o y(®) spetniaja
réwnania ruchu

1)y(t)—(dx+n)k(1), 5)
)y(1)= (8 +n)h(1), ©)
(1)= Ao PP k() [n(0)], )

zmienne sterujace s, () i s,,(?) spetniaja w kazdym momencie ¢ € [0, +o0) warunki
5. (D), s (1)€(0,1) oraz sg (7)+s5(7)€(0,1), a warunki poczatkowe majg
postaé

k() = k,, h(0) = h,, 8)

gdzie k,, h, > 0 oznaczajg poczatkowe zasoby kapitatu rzeczowego i ludzkiego.

T. Tokarski [2011] dowiddt, ze przy dodatkowym zatoZeniu, iz stopy inwestycji
5, (1) 15,(7) sg state w czasie, optymalnymi Sciezkami czasowymi, czyli Sciezkami
maksymalizujacymi funkcjonat U, s3:

_ a(g+dg+n)
k()= 03 8 +nrog’

)
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B(g+dy,+n)

Chcac obliczy¢ maksymalng warto§¢ funkcjonatu U, nalezatoby podstawié
do uktadu réwnan (5), (6) produkcje per capita y(f) okreSlong wzorem (7) oraz
przedstawione wzorami (9) i (10) optymalne sterowania. Po rozwigzaniu tego
uktadu (dla zadanych warunkéw poczatkowych (8)) nalezaloby podstawi¢ jego
rozwigzania i do wzoru (7), a otrzymang w ten sposéb funkcje y(r) — do funkcji
podcatkowej funkcjonatu (1). Poniewaz jednak otrzymanie doktadnych rozwiazan
wspomnianego wyzej, nieliniowego uktadu nie jest mozliwe, pozostaje jedynie
wyznaczy¢ jego rozwigzanie przyblizone (numeryczne), ktére pozwala na osza-
cowanie maksymalnej wartoSci U, czyli tacznej, zdyskontowanej uzytecznoSci
konsumenta. Dla ustalonej warto$ci parametréw za pomoca Mathematica mozna
oszacowaé maksymalng warto§¢ funkcjonatu U dla sterowan optymalnych (9),
(10), mimo ze nie jest znana postaé analityczna optymalnych $ciezek czasowych
zmiennych stanu k oraz h.

Ustalmy warto$ci parametréw modelu oraz warunki poczatkowe:

mnil= A0 =1; 6K = 0.03; H=0.02; ¢=0.35; 8=0.4;
n=0.02;g=0.01; k0=1;h0=1;06=0.5; p=0.01;

Dla powyzszych wartoSci parametréw obliczmy optymalne warto$ci zmiennych
sterujacych (wzory (9) i (10)):

a (g + K +n) - ,B(g+6H+:n)}
sH =

In[3l:={sK= ' =
p+dK+n+og p+dH+n+pg

ousl= {0.323077, 0.399202}

Nastepnie za pomocg instrukcji NDSolve wyznaczmy w sposéb numeryczny
rozwigzanie ,,sol” ukfadu (5), (6) i narysujmy wykresy tworzacych to rozwia-
zanie funkcji k(?) i h(f) w przedziale [0, 100] (rys. 1).

ris- sol = (k[t], h[t]} /. NDEolve[{k. [t] = (a0)" " PExp[(1-a-8) gt] (k[t])* (h[(t])"
a (g+SK+n)
, Zlg+oK+n)

- (8K +n) k[t], h'[t] = (20)" " Exp[ (Ll -a-p) gt] (k[t])" (h[e])"
p+dK+n+oqg

B (g+SHE+n)
§ —_—

- {éH+n) h[t], k[0] =k0, h[0] =h0}, {k, h}, {t, 0, 3500}, MaxSteps +m]
p+SH+n+pg

oudl= [ [IntcrpelatingFunction[ [ (0., 2500.]1], <»]1[t], IntcrpelatingFunction[([(0., 3500.)]), <=1[t]]]

7= Plot[{sol[[1, 1]1], sol[[L, 2]]}, {t, 0, 100}, AxesLabel + {"t", "k, h"}]
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k,h
2000}
1500}
out[5]= //'
1000} )
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=== . . =t
20 40 60 80 100

Rys. 1. Sciezki czasowe kapitatu rzeczowego k (krzywa pofozona nizej) i kapitatu
ludzkiego h w przedziale [0, 100]

Zrédto: opracowanie wlasne.

Obliczmy teraz wartoSci funkcjonatu U, catkujac w przedziale [0, 7], dla kilku
duzych wartoSci czasu 7, na przyktad 7'= 1000, 1500, 2000, 2500, 3000 oraz 3500.
: o o sX - sH| x (A0 E e
Ini6] Table[J:l_a ((t1-sx-sH) = (20) Exp[{l-a-8) gt]
* (sol[[1, 1113% (sell[[1, 211)¥)"° - 1) Exp[-pt] At // W, {T, 1000, 3500, 500}]
ousk [2320.11, 2342.42, 2344.26, 2344.41, 2344.42, 2344.42]
Jak mozna zauwazy¢, w miar¢ wzrostu 7 wartoS$ci funkcjonatu stabilizujg si¢

i mozna przyjaé, ze maksymalna warto$¢ tacznej zdyskontowanej uzytecznosci
konsumenta wynosi U = 2344.42.

3. Model Lucas-Uzawy i funkcja hipergeometryczna Gaussa

R. Boucekkine i J.R. Ruiz-Tamarit [2008] rozwazyli dwusektorowy, endoge-
niczny model wzrostu Lucasa-Uzawy i zwigzany z nim problem optymalizacji
dynamicznej

1- o_
U= f c(t) N(t) e dt - max (11)
z rOwnaniami ruchu

K'(1)=AK(¢) (u(£)N(1)h(1))'™" ~ pK(1) = N(1)e(1),
W (t)=8(1—u(t))h(t)-6n(1),
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warunkami
K(0)=K,, h(0)=hy, N(0)=N,, K(#)=0, h(t)=0
c(1)=0, u(1)€[0,]1]
oraz warunkami transwersalnoSci

limA, (7)K()exp(-pt)=0, limh, (#)h(¢)exp(-pt)=0.

1 — o0

W modelu tym zmiennymi sg: zasoby kapitatu fizycznego K i kapitatu ludz-
kiego h, wielko$§¢ populacji N (ktérej egzogeniczna, stata w czasie stopa wzrostu
jest rowna n), strumien konsumpcji per capita c¢ oraz frakcja czasu po§wigconego
na produkcje débr konsumpcyjnych u. Dwie ostatnie zmienne, czyli ¢ i u s3 zmien-
nymi sterujagcymi modelu. Parametrami (oprocz stopy wzrostu populacji n) sa:
wspolczynnik wzglednej awersji do ryzyka o, stopa dyskontowa p, wspétczynniki
postepu technologiczno-organizacyjnego w sektorze produkcyjnym i edukacyjnym
A1 9, elastyczno$¢ produkeji wzgledem kapitatu fizycznego 3 oraz stopy depre-
cjacji kapitatu fizycznego i ludzkiego p i 6. Parametry spetniajg warunki: 0, p,
0>0,n,p,0=0,p<(0,1), p>n, orazd +n>0+p.

Autorom udato si¢ wyznaczy¢ w sposéb analityczny optymalne Sciezki
czasowe zasobdw kapitatu fizycznego K, kapitatu ludzkiego s oraz zmiennych
sterujacych ¢ i u w zamknietej formie za pomocg funkcji hipergeometrycznej
Gaussa ,F(a, B, v; x). Funkcje te, okreSlong dla y # 0, —1, -2, ... mozna przed-
stawi¢ w postaci szeregu:

00 a n
gdzie: O)n =00 + 1) ... (8 + n— 1) jest symbolem Pochhammera. Szereg (12),
zwany szeregiem hipergeometrycznym, jest dla \x ‘<1 zbiezny jednostajnie
i bezwzglednie. Dla y > 3 > 0 funkcje ./, mozna takze przedstawi¢ jako catke

F(Y) : p-1 y-p-1 —o
JF, (a,ﬁ,y;x):m/t (=)' P (1= tx) . (13)
0

(v
Wzdr powyzszy znany jest jako reprezentacja catkowa Eulera funkcji hipergeome-
trycznej Gaussa. Wzory, ktore umozliwiajg przedtuzenie analityczne funkcji ,F,
poza przedzial | x |< 1, podaje m.in. [Korn i Korn 1983, cz. 1, s. 270].
Przyktadowo Sciezka kapitatu K ma postacé:

ko=x (20 (sertra) G
xexp{(6+n+p_e)(|3ég)—ﬁ(p+p—n0)t}x
_1+exp{(1—ﬁ)(ﬁgn+p—e)}t+ 6+n:p_e(;;Eg;><ﬁ-1>/ﬁ]1/(lﬁ)

12)

X

(14)

X
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We wzorze (14)

d+n+p-0[A (0)]%
€ [M(0)

oF (1)=)F, a,b,y;(l—

p

_(1—5)(6+n+p—6)[])’

)xexp

gdzie
(d+n+p-0)(p-0)-P(p+p—no- po)
o(d+n+p-06)(1-p) ’
po BP0
~o(1-p)
y=1+a,
e=AB[(1-PB)AN, /8] -P/P,

a=-

(15)

natomiast A, = A (?) oraz A, = A,(f) s3 mnoznikami Lagrange’a wystgpujgcymi
w hamiltonianie wartoSci biezacej:

Cl—(r_l

H'="—5

N+ [AK® (uNh)' P = pK — Ne]+ 0, [8(1—u)h—0h].

Wartosci A,(0) i A (0) mnoznikéw Lagrange’a w chwili poczatkowej ¢t = 0 wyzna-
czane s3 z uktadu réwnafi:

F(0) (1-pB)eo Ko 2 (0)\7"
JF(0) " [-0)(1-0)+n—p]p ho(mo)) ’ 1o
K, 7\1(0)%_ OB N[ (0)]/°[(8+n+ p—0) /e~ P/IeC1=P)]
zFl(O)()\z(O)) =T (+ntp-0)p-o0)Blptp-no—po) > 17D
w ktérym
E
21:"1(1‘)=2F1 a—l,b,y;(l—6+n:p_e{;;28;] ’ )Xexp _(I—B)(6En+p—6)t})'

Wzér (14) zachodzi, gdy parametry modelu spelniajg warunki:

(d+n+p-0)(p-0)-P(p+p-no—po)<—o(1-p)(d+n+p-0)<0,

(5-0)(1-0)+n-p<0 (18)

oraz ukfad réwnaf (16), (17) ma doktadnie jedno dodatnie rozwigzanie.

Korzysci wynikajace z wyprowadzonych w [Boucekkinei Ruiz-Tamarit 2008]
wzoréw okreSlajacych Sciezki czasowe zmiennych K, &, u 1 ¢ staja si¢ widoczne
dopiero wtedy, gdy mamy do dyspozycji odpowiednie oprogramowanie. Mathe-
matica pozwala nie tylko na obliczanie wartoSci liczbowych wspomnianych wyzej
zmiennych w dowolnej chwili 7 = 0, lecz takze na ich rézniczkowanie i rysowanie
Sciezek czasowych.
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Za pomocyg programu Mathematica mozna (dla ustalonych wartoSci para-
metréw i zadanych warunkéw poczatkowych) z duzg doktadno$ciag wyznaczy¢
przyblizone, dodatnie rozwigzania A (0) i A,(0) ztozonego, nieliniowego uktadu
réownan (16), (17). Wystarczy w tym celu wykorzysta¢ funkcje Hypergeome-
tric2Fl[a,b,c,z] oraz instrukcje ContourPlot i FindRoot tego programu.
Wspomniana funkcja oblicza dla rzeczywistych lub zespolonych wartoSci para-
metréw a, b, ¢ oraz argumentu z, wartoSci hipergeometrycznej funkcji Gaussa
,F,(a, b, c; 7). Instrukcja ContourPlot umozliwia przyblizong, wizualng lokali-
zacje rozwigzah wspomnianego ukfadu, bedgcych punktami przecigcia krzywych
wyznaczonych przez réwnania tego uktadu. Wstepna lokalizacja rozwigzania
pozwala z kolei na wyznaczenie za pomocg instrukcji FindRoot dokfadnych
warto$ci pierwiastkow A1(0) i A2(0).

Ustalmy warto§ci parametréw i wartoSci poczatkowe modelu Lucasa-Uzawy
oraz obliczmy wystepujace we wzorach (15) wielkoSci a, b,y i €.

n[= Clear[NO, n, A, &, p, @, p, B, o, KO, hO]

n=N0=1;n=0.01; A=1;6=0.06; p=0.05;©=0.01;
p=0.04;8=0.45;0=1.2; K0=1; h0=0.25;

=6 =B+xA* ((L-B) *A+NO/S8)*~((1-B8)/8B):
_ (+n+p-©8) (B-0)-B(p+p-no-po) .
c(d+n+p-06) (1-18)

a=

B-o
T o@1-8
y=1l+a;

Zdefiniujmy lewe i prawe strony uktadu réwnan (16), (17) oraz narysujmy krzywe
wyznaczone przez rownania tego uktadu (rys. 2).

Sinsp-6 3.10}—‘—5‘5 JLIDJ%,
o+n+p-° (A~ . ;
< 220 ) ] 20

n2l= Thel[210 , 220 ] = KO/ Hyperg'ecuetricZ[‘l[a, b, v,1-

1 a—p
N0 {(A20) o S+n+p-86 s [L-F}
rhsl[210_, 220 ] = - T PHD (A20) © ((S+n-p-8)/c) ;

(+n+p-6) (B-0) -p (p+p-na-po)
18
5+n+p—9*(}.10) B]*

lhsz[ 210 , 220 ] :1/ Hypergecmetrich‘l[a- 1, b, v, 1=
- - A20

[
Stnt+p-0 .’.10) 1—5‘3}
era*rP-C (2 .
€ VAZ0D
(L-8)eg KO [110
* T &
-((6-0) (L-o)+n-p)B kO 220

HyperqeuuetriCZFl[a, b, v, 1-

rhs2[410 , 420 ] =

)“(l/ﬂ):

n177= ContourPlot [{1hs1[A10, A20] = rhsl[A1l0, 220], lhs2[X10, A20] = rhs2[A1l0, A20]},
{A10, 0, 10}, {420, 0, 150}, PlotPoints » {100, 100}, FrameLabel » {"A, (0)", "A; (0)"},
Rotatelabel » False] // Quiet
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Rys. 2. Krzywe wyznaczone przez réwnania uktadu (16) i (17) (dla wartoSci parametréw
z [Boucekkine i Ruiz-Tamarit 2004])

Zrédto: opracowanie wilasne.

Z rys. 2 odczytujemy przyblizone wartoSci dodatnich mnoznikéw Lagrange’a
A0) =61}, (0) = 130.

n-3= FindRoot [ {lhsl[A10, A20] == rhsl[A10, A20] , lhs2[A10, A20] == rhs2[Al0, A20] },
[{A10, 6}, {A20, 120}}]

outa= { A0 —+ 6.43€8494, AZ20 = 120,024}

Wstawiajgc powyzsze wartoSci mnoznikéw do wzoru (14), mozemy narysowac
Sciezki czasowe K i K’ (rys. 3 i 4) oraz obliczy¢ warto$ci tych funkcji w wybra-
nych momentach.

nia= A10 = 6.43694; A20 = 130.024;

AL0N & ey
mis- K[& ] : =KD « _]y * (;)] L~
- A20 d+n+p-6

) d+n-p-8 (a10,&1 (L-8) (8+n+p-2)
[Hypergemet.l::.cﬂ'l[a, b, ¥ [1— — % [EJ xExp[— s ::]]

/Bypergeonetric?]?l [a, b, v, 1-

AZ20

S+n+p-0 (Al0y 5
—[_] ]|«
(=3

(+n+p-0) (B-0)-B(p+p-no) t] .

Ex.p[ Bo

(L-B)* [(f+n+p-8) t] . [6+n+p-@) . [E]%]I:—l—ﬁ

[_1 +Exp[ B c | 220

nier= Plot[K[t], {t, 0, 50}, AxesLabel — {"t”, "K(t)"}]
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K@)

out[l6]=

. . . : ¢
10 20 30 40 50

Rys. 3. Sciezka czasowa kapitatu fizycznego K w modelu Lucasa-Uzawy (dla wartosci
parametréw z [Boucekkine i Ruiz-Tamarit 2004])

Zrédto: opracowanie wlasne.

= {K[0], K[10], K[50]}
ourir= {1., 1.9845%, 6.47153}

nisi= Plot [K' [t], {t, 0, 50}, PlotRange + AlL, AxesLabel » {"t", "K' (t)"}]

K'(t)

0,16

0,14

out[18]=

0,12 §

0,10

: —t
10 20 30 40 50

Rys. 4. Wykres pochodnej K’ w modelu Lucasa-Uzawy (dla wartosci parametréw
z [Boucekkine i Ruiz-Tamarit 2004])

Zrédto: opracowanie wlasne.

mitol- {K' [0], K'[10], K' [50]}
ourto- {0.118843, 0.0857851, 0.17318}

W analogiczny sposéb mozna wyznacza¢ wartoSci i rysowac Sciezki wzrostu
pozostatych zmiennych modelu, korzystajac z formut podanych w [Boucekkine
1 Ruiz-Tamarit 2008].



Analiza dynamiki modeli wzrostu gospodarczego... 69
4. Uwagi koncowe

W artykule przedstawiono zaledwie skromng prébke mozliwoSci programu
Mathematica jako narzg¢dzia wspomagajacego iloSciowg i jakoSciowa analize
matematycznych modeli wzrostu gospodarczego lub ogélniej — dynamike ekono-
miczng. Wigcej przyktadéw oraz informacje dotyczace stosowanych w tekScie
instrukcji programu Mathematica mozna znalez¢ m.in. w [Zawadzki 2012] oraz
na stronie internetowej producenta programu www.wolfram.com.
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The Analysis of the Dynamics of Economic Growth Models with Mathematica
(Abstract)

Differential equations and optimal control theory are the basic tools of the mathemati-
cal theory of economic growth. The aim of this paper is to show (using the example of the
Mankiw-Romer-Weil and Lucas-Uzawa growth models) some capabilities of Mathematica
in the symbolic and numerical solving of differential equations, calculating optimal values
of integral functional (discounted lifetime utility) when only numerical optimal solutions
are known, the symbolic differentiation of solutions given in terms of hypergeometric
Gauss functions and the graphical presentation of solutions to differential equations.

Keywords: Mathematica, differential equations, economic growth models, optimal
control.



