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Streszczenie

W opracowaniu przedstawiono propozycję modyfikacji testu adaptacyjnego dla 
porównania wartości oczekiwanych w dwóch populacjach. W zaproponowanym rozwiąza-
niu nie dokonuje się wyboru postaci statystyki testowej, lecz na podstawie danych pocho-
dzących z wylosowanej próbki modyfikowane są wagi występujące w statystyce testowej. 
Własności rozważanego testu i testów klasycznych zostały porównane z wykorzystaniem 
symulacji komputerowych. Test może być wykorzystany w procedurach kontroli jako-
ści. Nie wymaga on spełnienia ostrych założeń dotyczących postaci rozkładu zmiennej 
diagnostycznej i z tego powodu może być wykorzystywany do wykrywania rozregulowa-
nia procesu w przypadkach, gdy nie jest znana postać rozkładu zmiennej.  

Słowa kluczowe: testy adaptacyjne, testy permutacyjne, porównanie populacji, Monte 
Carlo. 

1. Wprowadzenie

Testy adaptacyjne należą do stosunkowo rzadko wykorzystywanych w praktyce 
badań ekonomicznych narzędzi statystycznych. Testy te zostały zaproponowane 
dla poprawienia skuteczności wnioskowania statystycznego w przypadkach, 

* Projekt został sfinansowany ze środków Narodowego Centrum Nauki przyznanych na pod-
stawie decyzji numer DEC-2011/03/B/HS4/05630.
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gdy nie są spełnione założenia stosowania klasycznych testów parametrycznych. 
W takich sytuacjach możliwe jest skorzystanie z testów nieparametrycznych, 
jednak charakteryzują się one mniejszą mocą niż ich odpowiedniki parame-
tryczne. Testy adaptacyjne miały zapewnić moc porównywalną z testami para-
metrycznymi przy jednoczesnym osłabieniu założeń. Istotą testów adaptacyjnych 
jest modyfikacja procedury obliczeniowej w zależności od wylosowanej próby. 
Przykładem testu adaptacyjnego jest test t dla porównania wartości oczekiwanych, 
w którym w zależności od porównania wariancji w badanych populacjach wyko-
rzystuje się jedną z dwóch postaci statystyki testowej.

W opracowaniu przedstawiono propozycję testu adaptacyjnego dla porównania 
wartości oczekiwanych w dwóch populacjach. W zaproponowanym rozwiązaniu 
nie dokonuje się wyboru postaci statystyki testowej, lecz na podstawie danych 
pochodzących z wylosowanej próbki modyfikowane są wagi występujące w staty-
styce testowej. Własności rozważanego testu i testów klasycznych zostały porów-
nane z wykorzystaniem symulacji komputerowych. Proponowany test może być 
wykorzystany w procedurach monitorowania jakości procesów. Test nie wymaga 
spełnienia ostrych założeń dotyczących postaci rozkładu zmiennej diagnostycznej 
i z tego powodu pozwala wykryć rozregulowania procesu w przypadku różnych 
postaci rozkładu. Wszystkie symulacje i obliczenia wykonano z wykorzystaniem 
programów R oraz Mathematica.

2. Porównania populacji

Jednym z kluczowych zadań związanych z badaniami statystycznymi są 
porównania populacji. Porównania mogą dotyczyć parametrów populacji (wartości 
oczekiwane, wariancje, wskaźniki struktury) lub np. postaci funkcyjnej rozkładów 
(porównanie dystrybuant lub funkcji gęstości). Badania mogą prowadzić do 
porównań dwóch populacji lub k populacji, gdzie k > 2. Przykładami testów para-
metrycznych, które do takich zadań są stosowane mogą być testy: t dla wartości 
oczekiwanych, test F równości wariancji, ANOVA, porównanie frakcji dwóch 
populacji.

Testy mogą być stosowane przy odpowiednich założeniach. Jeżeli nie są speł-
nione założenia dotyczące postaci rozkładu, to zwykle nie można odwołać się do 
testów parametrycznych. Dobrą alternatywą w takim przypadku są testy niepa-
rametryczne. Testy takie charakteryzują się jednak zazwyczaj mniejszą mocą, 
co prowadzi do znacznie większych trudności w potwierdzeniu występujących 
różnic w populacjach. Przykładami takich testów są testy wykorzystujące rangi 
lub empiryczne dystrybuanty [Sheskin 2003, Domański i Pruska 2000]: U Manna-
-Whitney’a, Kruskala-Wallisa, Kołmogorowa-Smirnova.
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W wielu przypadkach pomocne mogą być testy adaptacyjne, których zasto-
sowanie często pozwala na osłabienie założeń dotyczących postaci rozkładów 
(jak w testach nieparametrycznych), a jednocześnie zapewniają dużą moc 
(jak w testach parametrycznych).

3. Testy adaptacyjne

Testy wykorzystujące dane próbkowe do modyfikacji statystyki lub procedury 
testowej określane są testami adaptacyjnymi [O’Gorman 2012]. Do najbardziej 
znanych testów adaptacyjnych należy zaliczyć test t dla równości wartości ocze-
kiwanych. Weryfikowana hipoteza i hipoteza alternatywna mogą być zapisane 
następująco:
 H0 : m1 = m2,

 H1 : m1 ≠ m2,

W różnych problemach hipoteza alternatywna może być formułowana jako 
hipoteza kierunkowa. W zależności od wyniku porównania wariancji badanych 
populacji wykorzystywana jest jedna z dwóch następujących statystyk:
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natomiast statystyka (2) dla populacji o różnych wariancjach. Przy założeniu 
hipotezy H0 i spełnieniu stosownego warunku dotyczącego równości wariancji 
statystyka (1) ma rozkład t-Studenta o k = n1 + n2 – 2 stopniach swobody, a staty-
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R.V. Hogg, D.M. Fisher i R.H. Randles [1975] zaproponowali test adaptacyjny 
(w dalszej części dla testu przyjęto oznaczenie HFR) dla porównania wartości 
oczekiwanych, dla którego nie jest wymagane spełnienie założenia normalności 
rozkładów. Po wylosowaniu prób z dwóch populacji o dowolnych ciągłych 
rozkładach wyznaczane są odporne oceny asymetrii Q3 i kurtozy Q4 dla połączo-
nych prób.
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gdzie: , ,U L Ma a ar r r  to odpowiednio średnie z 100a% największych, najmniejszych 
i środkowych wartości połączonych prób. 

W zależności od wartości statystyk Q3 i Q4 do weryfikacji hipotezy o równości 
wartości oczekiwanych wybierana jest statystyka testu mediany, testu Wilcoxona, 
testu dla prawoskośnego rozkładu lub dla rozkładu o „lekkich ogonach”. Schemat 
wyboru statystyki przedstawiono na rys. 1.

Q3

Q4

210

2

7
Statystyka mediany

Dla prawoskośnego
rozkładu

Dla rozkładów
o „lekkich ogonach”

Statystyka Wilcoxona

Rys. 1. Schemat wyboru statystyki dla testu HFR
Źródło: opracowanie własne na podstawie: [O’Gorman 2012].

Zmodyfikowaną postać testu HFR przedstawiają L. Hao i D. Houser [2012] 
(w dalszej części oznaczanego jako test HH). L. Hao i D. Houser na podstawie 
przeprowadzonych symulacji wykazali, że granice obszarów powinny być nieco 
inaczej wyznaczone (por. rys. 2, Q3

) wynosi 2,1 a Q4
) dla prób o liczebności 11–15 
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2,0, a dla większych od 15 2,1). Zaproponowali również odrzucenie obszaru, dla 
którego przeprowadzano test mediany ze względu na słabą moc testu.

4. Propozycja adaptacyjnej statystyki testowej

Zarówno test HFR, jak i modyfikacja zaproponowana przez L. Hao i D. Houser 
charakteryzują się pewną nieciągłością. W pobliżu granic wyróżnionych obszarów 
zaznaczonych na rys. 1 i 2 nawet bardzo niewielka zmiana danych próbkowych 
może prowadzić do zmiany procedury testowej, a w konsekwencji do podjęcia 
innej decyzji przy weryfikacji hipotezy. Przedstawiana w dalszej części modyfi-
kacja procedury testowej ma za zadanie usunięcie wskazanej niedogodności.

Propozycja modyfikacji oparta jest na projekcie zaproponowanym przez 
R.V. Hogg i współpracowników [1975] z uwzględnieniem wyników prac L. Hao 
i D. Houser związane z potrzebą odrzucenia testu mediany. Podobnie jak 
w powyżej przedstawionych testach wyznaczane są odporne mierniki asymetrii 
(3) i kurtozy (4). Przyjęto trzy obszary (por. rys. 2), jednak zamiast dokonywania 
wyboru statystyki testowej przyjmuje się postać funkcyjną statystyki z wagami. 
Statystyka ta może zostać zapisana następująco:
 T = α1T1 + α2T2 + α3T3, (5)

gdzie: T1, T2 i T3 (T1 – statystyka testu Wilcoxona, T2 – statystyka testu dla prawo-
skośnego rozkładu, T3 – statystyka testu dla rozkładów o „lekkich ogonach”) są 
statystykami wykorzystywanymi zgodnie ze schematem na rys. 2. Statystyki te 
mogą być zapisane następująco (por. [Hao i Houser 2012])

Dla prawoskośnego
rozkładu

Dla rozkładów
o „lekkich ogonach”

Q3

Q4

10

Statystyka Wilcoxona

Q*3

Q*4

Q3
) wynosi 2,1, a Q4

)  dla prób o liczebności 11–15 2,0, a dla większych od 15 2,1.
Rys. 2. Schemat wyboru statystyki dla modyfikacji HH
Źródło: opracowanie własne na podstawie: [Hao i Houser 2012].
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a ceiling(x) to zaokrąglenie wartości x do najmniejszej liczby całkowitej większej 
lub równej x.

Kluczowy w prezentowanej modyfikacji testu HFR jest dobór wag α1, α2 i α3 
występujących we wzorze (5). Wagi powinny być tak dobrane, aby w danym 
obszarze największa była waga dla statystyki wykorzystywanej w tym obszarze 
przez test HFR. Niech dane punkty P1(x1, y1) = P1(1, 3), P1(x2, y2 ) = P2(3, 2) oraz 
P1(x3, y3 ) = P3(1, 1). Wówczas wagi niech będą określone następująco

 , ,
,

, , ,x y W x y
w x y

i 1 2 3dlai i
i

α α= = =^ ^
^h h
h

gdzie: ,w x y ei
y yx x –– – ii

2 2
= +^ ^ ^h h h9 C dla i = 1, 2, 3.

 , , ,W x y w x yi
i 1

3
=

=
^ ^h h/

gdzie: (xi, yi ) jest punktem przyjętym jako reprezentant i-tego obszaru. Takie okre-
ślenie wag zapewnia, że w poszczególnych obszarach (rys. 2) największa waga 
odpowiada statystyce wykorzystywanej w teście HFR.

Ponieważ rozkład statystyki (5) w ogólnym przypadku nie jest znany, do 
podjęcia decyzji odnośnie do hipotezy H0 zostanie wykorzystany test permuta-
cyjny (por. [Good 2005]). Po pobraniu prób o liczebnościach n1 i n2 obliczana 
jest wartość statystyki i oznaczana przez T0. Następnie połączone próby B-krotnie 
(B ≥ 1000) są losowo dzielone na dwie o liczebnościach n1 i n2. Każdorazowo obli-
czana jest wartość statystyki Ti (i = 1, 2, …, B). Ostateczna decyzja podejmowana 
jest na podstawie oceny ASL (achieving significance level). Ocena ASL w przy-
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padku hipotezy alternatywnej obustronnej przy poziomie istotności α = 0,05 
przyjmuje postać (por. [Efron i Tibshirani 1993]):
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gdzie: T (q) jest kwantylem rzędu q empirycznego rozkładu statystyki T, która jest 
kombinacją liniową statystyk T1, T2 i T3 (por. 5).

5. Analiza symulacyjna

Celem przeprowadzonego badania było porównanie wyników testowania hipo-
tezy o równości wartości oczekiwanych testem HH, testem t oraz proponowaną 
modyfikacją (oznaczenie mHFR). Analizy przeprowadzono z wykorzystaniem 
symulacji komputerowych. Próby o liczebności n1 = n2 = 15 były pobierane 
z populacji o różnych charakterystykach. W analizach uwzględniono rozkłady 
opisywane w [O’Gorman 2012]: D1 – jednostajny, D2 – normalny, D3 – t-Studenta, 
D4 – dwumodalny symetryczny (mieszanka rozkładów normalnych), D5 – skośny 
z małą kurtozą (uogólniony rozkład lambda), D6 – dwumodalny skośny (mieszanka 
rozkładów normalnych). Charakterystyka powyższych rozkładów została przed-
stawiona w tabeli 1.

Tabela 1. Charakterystyka rozkładów wykorzystywanych w symulacjach

Rozkład Opis Oznaczenie i parametry

D1 jednostajny ;U 3 3–7 A
D2 normalny standardowy N(0, 1)
D3 t-Studenta o 4 stopniach swobody t4

D4 mieszanka rozkładów normalnych , ,N N2
1

13
9
13
4

2
1

13
9
13
4– +b bl l

D5 uogólniony rozkład lambda Λ (0; 1; 1; 4,2)

D6 dwumodalny skośny , ,N N3
2

2
1
4
1

3 2 4
11 3– +b bl l

Źródło: opracowanie własne na podstawie: [Hao i Houser 2012].

Wykresy gęstości rozważanych rozkładów przedstawiono na rys. 3. We wszyst-
kich przeprowadzonych symulacjach przyjęto poziom istotności α = 0,05. Przebieg 
procedury symulacyjnej był następujący:

1) generowano dwie próbki o liczebnościach n1 = n2 = 15 z rozkładów D1–D6. 
Dla każdego rozkładu generowano 1000 par próbek. Rozważano dwa przypadki:
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 – H0 prawdziwa,
 – H0 fałszywa – druga z próbek miała zawsze wartość oczekiwaną powięk-

szoną o δ = 0,6σ;
2) na podstawie danych połączonych prób obliczano mierniki (3) i (4) i na tej 

podstawie wyznaczano współczynniki funkcji testowej (5);
3) obliczano wartość statystyki T0. Następnie przeprowadzano losowy podział 

połączonego zbioru i obliczano wartość statystyki Ti (i = 1, 2, …, 1000);
4) podejmowano decyzję na podstawie (6).
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Rys. 3. Gęstości rozważanych rozkładów
Źródło: opracowanie własne w programie R.

W tabeli 2 przedstawiono wyniki przeprowadzonych analiz symulacyjnych. 
Zaprezentowano wyniki dla przypadku, gdy H0 jest prawdziwa (rozmiar testu) 
oraz gdy H0 jest fałszywa (moc testu). Ponieważ wszystkie analizy były przepro-
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wadzone przy poziomie istotności α = 0,05, to prawdopodobieństwa odrzucenia 
H0, gdy jest prawdziwa, powinny być bliskie 0,05. Takie wartości pozwalają 
potwierdzić, że wnioskowanie odbywa się na przyjętym poziomie istotności.

Tabela 2. Ocena rozmiaru proponowanego testu i mocy dla wybranych rozkładów

Rozkład
Rozmiar testu (δ = 0) Moc testu (δ = 0,6σ)

HH mHFR t HH mHFR t
D1 0,047 0,064 0,058 0,125 0,120 0,103
D2 0,044 0,044 0,043 0,320 0,371 0,388
D3 0,038 0,047 0,044 0,419 0,446 0,399
D4 0,013 0,012 0,002 0,894 0,715 0,116
D5 0,035 0,046 0,044 0,421 0,568 0,376
D6 0,022 0,027 0,000 0,940 0,978 0,039

Źródło: opracowanie własne.

W przypadku gdy H0 jest fałszywa, przyjmowano, że wartość oczekiwana 
drugiej próbki jest o 0,6σ większa od wartości oczekiwanej pierwszej próby. 
Wyniki symulacji zamieszczone w tabeli 2 zostały zobrazowane na rys. 4 i 5. 

0

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

p

D1 D2 D3 D4 D5 D6

HH mHFR t

Rys. 4. Rozmiar testów
Źródło: opracowanie własne na podstawie danych z tabeli 2.

Dla rozkładów D4 i D6 test t nie prowadzi do weryfikacji hipotezy przy 
poziomie istotności α = 0,05. Prawdopodobieństwa odrzucenia H0 są znacznie 
mniejsze niż przyjęty poziom istotności. Dla pozostałych rozkładów wniosko-
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D1 D2 D3 D4 D5 D6
HH mHFR t

Rys. 5. Moc testów
Źródło: opracowanie własne na podstawie danych z tabeli 2.
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Rys. 6. Rezultaty weryfikacji hipotezy H0 (3 – odrzucenie, & – brak podstaw do 
odrzucenia) w zależności od Q3 i Q4
Źródło: opracowanie własne.
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wanie jest przeprowadzane zgodnie z przyjętym poziomem istotności. Moc testów 
HH oraz proponowanej modyfikacji we wszystkich rozważanych przypadkach 
mHFR jest zbliżona.

Istotą przedstawionej propozycji jest usunięcie swoistej nieciągłości zwią-
zanej z testami HFR i HH w pobliżu granic, gdy wartości Q3 lub Q4 są bliskie 
2,0 lub 2,1 (por. rys. 1 i 2). Dla uzyskania ocen rozmiaru (δ = 0) i mocy testów 
(δ = 0,6σ) HH i mHFR przeprowadzono 10 000 symulacji dla danych generowa-
nych z rozkładu D5. Pierwsze 500 wyników testu mHFR przedstawiono na rys. 6. 
Symbole trójkąta oznaczają odrzucenie H0, a symbole koła brak podstaw do odrzu-
cenia H0.

Na rys. 7 przedstawiono wykresy konturowe rozmiaru testów HH oraz 
mHFR (hipoteza H0 prawdziwa) w obszarze Q3 × Q4 ! [1,8; 2,4] × [1,8; 2,4], 
czyli w obszarze, gdzie w teście HH wykorzystywane są trzy warianty statystyki 
testowej. Rozmiar obu testów jest na podobnym poziomie i charakteryzuje się 
zbliżonym zróżnicowaniem. Na rys. 8 przedstawiono oceny prawdopodobieństwa 
odrzucenia hipotezy H0 w przypadku, gdy jest ona fałszywa dla rozkładu D5. 
W tym przypadku dość wyraźnie widać brak regularności dla testu HH. Ze 
względu na konstrukcję statystyki testowej (5) charakterystyczna dla testu HH 
nieregularność nie występuje w przypadku testu mHFR. Przy wykreśleniu funkcji 
rozmiaru oraz mocy testów (rys. 7 i 8) wykorzystano funkcje programu Mathe-
matica pozwalające na rekonstrukcję przestrzennego wykresu na podstawie infor-
macji o punktowych wartościach funkcji (ocenie rozmiaru i mocy testów). 
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Rys. 7. Oceny rozmiaru testów (H0 prawdziwa) dla testu HH (po lewej) oraz testu mHFR 
(po prawej)
Źródło: opracowanie własne w programie Mathematica.
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Rys. 8. Oceny mocy testów (H0 fałszywa) dla testu HH (po lewej) oraz testu mHFR 
(po prawej)
Źródło: opracowanie własne w programie Mathematica.

6. Podsumowanie

Testy adaptacyjne są rzadko wykorzystywane w badaniach ekonomicznych. 
W artykule przedstawiono propozycję modyfikacji testu adaptacyjnego dla porów-
nania wartości oczekiwanych w dwóch populacjach. Test nie wymaga spełnienia 
założeń o postaci rozkładu, dlatego może być wykorzystywany np. w procedurach 
kontroli jakości, gdy nie jest znany rozkład zmiennej diagnostycznej. Wykorzy-
stując symulacje komputerowe, przeprowadzono porównania własności propono-
wanego testu oraz testu Hogga i Housera. Proponowana modyfikacja charaktery-
zuje się zbliżoną mocą do mocy testu HH. Ze względu na konstrukcję statystyki 
testowej funkcja mocy testu jest bardziej regularna niż w przypadku testu HH, 
gdzie w zależności od wartości odpornych mierników asymetrii i kurtozy są 
wykorzystywane różne postaci statystyki testowej. Należy jednak podkreślić, że ze 
względu na wykorzystanie testu permutacyjnego niezbędne jest wykonanie złożo-
nych obliczeń, więc stosowanie proponowanej modyfikacji jest nieco bardziej 
uciążliwe i nie zawsze będzie możliwe jej wykorzystanie w praktyce.
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On the Modification of the Adaptive Test for Comparing Means
(Abstract)

The paper presents a proposal of a modification of the L. Hao and D. Houser adaptive 
test for comparing the locations of two distributions. The modification is based on the 
linear combination of three test statistics. In the Hao and Houser test, due to the values of 
the robust asymmetry and shape characteristics, the test statistic is chosen. A method of 
continuous modification of the test statistic is presented. The properties of the proposed 
procedure are analyzed in a Monte Carlo study. The proposal could be used in quality 
control monitoring processes.

Keywords: adaptive tests, permutation tests, comparing populations, Monte Carlo.


