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O pewnej modyfikacji testu
adaptacyjnego dla rownoSci
wartoSci oczekiwanych’

Streszczenie

W opracowaniu przedstawiono propozycj¢ modyfikacji testu adaptacyjnego dla
poréwnania wartosci oczekiwanych w dwéch populacjach. W zaproponowanym rozwigza-
niu nie dokonuje si¢ wyboru postaci statystyki testowej, lecz na podstawie danych pocho-
dzacych z wylosowanej probki modyfikowane sg wagi wystepujace w statystyce testowej.
Wiasnosci rozwazanego testu i testéw klasycznych zostaly poréwnane z wykorzystaniem
symulacji komputerowych. Test moze by¢ wykorzystany w procedurach kontroli jako-
Sci. Nie wymaga on spelnienia ostrych zatozen dotyczacych postaci rozktadu zmiennej
diagnostycznej i z tego powodu moze by¢ wykorzystywany do wykrywania rozregulowa-
nia procesu w przypadkach, gdy nie jest znana posta¢ rozktadu zmienne;j.

Stowa kluczowe: testy adaptacyjne, testy permutacyjne, poréwnanie populacji, Monte
Carlo.

1. Wprowadzenie

Testy adaptacyjne nalezg do stosunkowo rzadko wykorzystywanych w praktyce
badafn ekonomicznych narzedzi statystycznych. Testy te zostaty zaproponowane
dla poprawienia skutecznoSci wnioskowania statystycznego w przypadkach,

* Projekt zostat sfinansowany ze Srodkéw Narodowego Centrum Nauki przyznanych na pod-
stawie decyzji numer DEC-2011/03/B/HS4/05630.
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gdy nie sg spetnione zatozenia stosowania klasycznych testow parametrycznych.
W takich sytuacjach mozliwe jest skorzystanie z testow nieparametrycznych,
jednak charakteryzuja si¢ one mniejszg mocg niz ich odpowiedniki parame-
tryczne. Testy adaptacyjne miaty zapewni¢ moc poréwnywalng z testami para-
metrycznymi przy jednoczesnym ostabieniu zatozen. Istotg testow adaptacyjnych
jest modyfikacja procedury obliczeniowej w zaleznoSci od wylosowanej préby.
Przyktadem testu adaptacyjnego jest test ¢ dla poréwnania wartosci oczekiwanych,
w ktérym w zalezno$ci od poréwnania wariancji w badanych populacjach wyko-
rzystuje si¢ jedng z dwoch postaci statystyki testowej.

W opracowaniu przedstawiono propozycje testu adaptacyjnego dla poréwnania
wartosci oczekiwanych w dwdch populacjach. W zaproponowanym rozwigzaniu
nie dokonuje si¢ wyboru postaci statystyki testowej, lecz na podstawie danych
pochodzacych z wylosowanej probki modyfikowane sg wagi wystepujace w staty-
styce testowej. Wiasno§ci rozwazanego testu i testow klasycznych zostaty poréw-
nane z wykorzystaniem symulacji komputerowych. Proponowany test moze by¢
wykorzystany w procedurach monitorowania jakoSci proceséw. Test nie wymaga
spelnienia ostrych zatozef dotyczacych postaci rozktadu zmiennej diagnostycznej
i z tego powodu pozwala wykry¢ rozregulowania procesu w przypadku réznych
postaci rozktadu. Wszystkie symulacje i obliczenia wykonano z wykorzystaniem
programéw R oraz Mathematica.

2. Poréwnania populacji

Jednym z kluczowych zadafh zwigzanych z badaniami statystycznymi sg
poréwnania populacji. Poréwnania mogg dotyczy¢ parametréw populacji (wartosci
oczekiwane, wariancje, wskazniki struktury) lub np. postaci funkcyjnej rozktadow
(poréwnanie dystrybuant lub funkcji gestos$ci). Badania mogg prowadzi¢ do
poréwnan dwdéch populacji lub k populacji, gdzie k > 2. Przyktadami testéw para-
metrycznych, ktére do takich zadaf sa stosowane moga by¢ testy: ¢ dla wartoSci
oczekiwanych, test F' réwnoSci wariancji, ANOVA, poréwnanie frakcji dwéch
populacji.

Testy moga by¢ stosowane przy odpowiednich zatozeniach. Jezeli nie sa spel-
nione zalozenia dotyczace postaci rozktadu, to zwykle nie mozna odwotac si¢ do
testow parametrycznych. Dobrg alternatywa w takim przypadku sg testy niepa-
rametryczne. Testy takie charakteryzujq si¢ jednak zazwyczaj mniejsza mocg,
co prowadzi do znacznie wigkszych trudnosci w potwierdzeniu wystepujacych
réznic w populacjach. Przykfadami takich testéw sg testy wykorzystujace rangi
lub empiryczne dystrybuanty [Sheskin 2003, Domaiski i Pruska 2000]: U Manna-
-Whitney’a, Kruskala-Wallisa, Kotmogorowa-Smirnova.
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W wielu przypadkach pomocne mogg by¢ testy adaptacyjne, ktérych zasto-
sowanie czg¢sto pozwala na ostabienie zatozen dotyczgcych postaci rozktadow
(jak w testach nieparametrycznych), a jednoczeSnie zapewniaja duzg moc
(jak w testach parametrycznych).

3. Testy adaptacyjne

Testy wykorzystujace dane prébkowe do modyfikacji statystyki lub procedury
testowej okreSlane sg testami adaptacyjnymi [O’Gorman 2012]. Do najbardzie;j
znanych testéw adaptacyjnych nalezy zaliczy¢ test t dla réwnoSci wartoSci ocze-
kiwanych. Weryfikowana hipoteza i hipoteza alternatywna moga by¢ zapisane
nastepujaco:

H,:m =m,,

H1 tmy#m,y,

W réznych problemach hipoteza alternatywna moze by¢ formutowana jako
hipoteza kierunkowa. W zalezno$ci od wyniku poréwnania wariancji badanych
populacji wykorzystywana jest jedna z dwdch nastepujacych statystyk:

X -X
n, ST+n,S; 1.1
n1+n2—2 n1+n2

X-X

t=—F———, 2
= &)
Vot

gdzie: X, X,, S2, S%, n,, n, to odpowiednio Srednie, wariancje oraz liczebnosci
pobranych préb.

Statystyka (1) stosowana jest dla populacji o jednakowych wariancjach,
natomiast statystyka (2) dla populacji o r6znych wariancjach. Przy zatozeniu
hipotezy H i spetnieniu stosownego warunku dotyczgcego réwnosci wariancji
statystyka (1) ma rozktad 7-Studenta o k = n, + n, — 2 stopniach swobody, a staty-

(7 5)

ny .

W stopniach swobody. Dla stoso-
(=) ()
n—1 + n,—1

wania testu ¢ proby powinny by¢ pobrane z populacji o rozktadach normalnych.
Dopuszczalne sg niewielkie odstepstwa od normalnoS$ci rozktadu.

t= )

lub

styka (2) rozktad ¢-Studenta o k =
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R.V. Hogg, D.M. Fisher i R.H. Randles [1975] zaproponowali test adaptacyjny
(w dalszej czgSci dla testu przyjeto oznaczenie HFR) dla poréwnania wartoSci
oczekiwanych, dla ktérego nie jest wymagane spetnienie zatozenia normalnoSci
rozktadéw. Po wylosowaniu préb z dwéch populacji o dowolnych ciagtych
rozktadach wyznaczane sg odporne oceny asymetrii Q, i kurtozy Q, dla potaczo-
nych préb.

Usos — M

,= _0,05 - 0,50 ; (3)
MO,SO - LO,OS
Usos— L

= _0,05 _0,05 , (4)
U(J,SO - LO,SO

gdzie: U,, L,, M, to odpowiednio $rednie z 100a% najwickszych, najmniejszych
i Srodkowych wartoSci potagczonych prob.

W zaleznoSci od wartosci statystyk Q. i Q, do weryfikacji hipotezy o réwnosci
warto$ci oczekiwanych wybierana jest statystyka testu mediany, testu Wilcoxona,
testu dla prawosko$nego rozktadu lub dla rozktadu o ,,Jekkich ogonach”. Schemat
wyboru statystyki przedstawiono na rys. 1.

0, _
Statystyka mediany
7
. Dla prawoskosnego
Statystyka Wilcoxona rozktadu
2
Dla rozktadow
o ,.lekkich ogonach”
0 1 2 o,

Rys. 1. Schemat wyboru statystyki dla testu HFR

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie: [0’Gorman 2012].

Zmodyfikowang posta¢ testu HFR przedstawiaja L. Hao i D. Houser [2012]
(w dalszej czeSci oznaczanego jako test HH). L. Hao i D. Houser na podstawie
przeprowadzonych symulacji wykazali, ze granice obszaréw powinny by¢ nieco
inaczej wyznaczone (por. rys. 2, Q5 wynosi 2,1 a Q; dla préb o liczebnosci 11-15
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9,

Statystyka Wilcoxona

Dla prawosko$nego
oF rozktadu

Dla rozktadéw
o ,,lekkich ogonach”

0 1 o% 0,

Q35 wynosi 2,1, a O} dla préb o liczebnosci 11-15 2,0, a dla wigkszych od 15 2,1.
Rys. 2. Schemat wyboru statystyki dla modyfikacji HH
Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie: [Hao i Houser 2012].

2,0, a dla wiekszych od 15 2,1). Zaproponowali réwniez odrzucenie obszaru, dla
ktérego przeprowadzano test mediany ze wzgledu na stabg moc testu.

4. Propozycja adaptacyjnej statystyki testowej

Zaréwno test HFR, jak i modyfikacja zaproponowana przez L. Hao i D. Houser
charakteryzujg si¢ pewng nieciggtoScig. W poblizu granic wyréznionych obszaréw
zaznaczonych na rys. 1 i 2 nawet bardzo niewielka zmiana danych prébkowych
moze prowadzi¢ do zmiany procedury testowej, a w konsekwencji do podjecia
innej decyzji przy weryfikacji hipotezy. Przedstawiana w dalszej czgSci modyfi-
kacja procedury testowej ma za zadanie usunigcie wskazanej niedogodnosci.

Propozycja modyfikacji oparta jest na projekcie zaproponowanym przez
R.V. Hogg i wspotpracownikéw [1975] z uwzglednieniem wynikow prac L. Hao
i D. Houser zwiazane z potrzeba odrzucenia testu mediany. Podobnie jak
w powyzej przedstawionych testach wyznaczane sa odporne mierniki asymetrii
(3) i kurtozy (4). Przyjeto trzy obszary (por. rys. 2), jednak zamiast dokonywania
wyboru statystyki testowej przyjmuje si¢ posta¢ funkcyjng statystyki z wagami.
Statystyka ta moze zostac zapisana nastepujaco:

T=oT +a,l,+a,T, o)

gdzie: T), T, i T, (T, — statystyka testu Wilcoxona, T, — statystyka testu dla prawo-
skosnego rozktadu, T, — statystyka testu dla rozktadéw o ,,lekkich ogonach”) sg
statystykami wykorzystywanymi zgodnie ze schematem na rys. 2. Statystyki te
moga by¢ zapisane nastepujaco (por. [Hao i Houser 2012])
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Z R - nl(nl +1)
gdzie: R, — ranga i-tej obserwacji w pofaczonych préobach.

T,=2 a(R)) dla j=2,3,
’ i=1

gdzie: a(R,) dla statystyki T, okreSlone jest nast¢pujgco:

R;— floor[25% (N +1)]-1 dla R,<(N+1) /2

a(R;)=
0 dla R;>( N +1) / 2
gdzie floor(x) oznacza zaokraglenie wartoSci x do najwiekszej liczby catkowitej
mniejszej lub réwne;j x.
Dla statystyki T, wielkoSci a(R;) sg okreSlone nastgpujaco

R;— floor[25%(N +1)]-05 dla R, <25%(N +1)
a(R;)=1R;—ceiling[715%(N +1)]-05 dla R;275%(N +1)
0 dla R, (25%(N +1),75%(N +1))

a ceiling(x) to zaokraglenie wartoSci x do najmniejszej liczby catkowitej wigkszej
Iub réwnej x.

Kluczowy w prezentowanej modyfikacji testu HFR jest dobor wag o, o, i o,
wystepujacych we wzorze (5). Wagi powinny by¢ tak dobrane, aby w danym
obszarze najwigksza byta waga dla statystyki wykorzystywanej w tym obszarze
przez test HFR. Niech dane punkty P (x,,y,) = P/(1, 3), P|(x,,y,) = P,(3, 2) oraz
P (x5, y;) = Py(1, 1). Wowczas wagi niech bedg okreslone nastgpujgco

wi (%, 7)

o=, (x,y)= W(x,y) dla i=1,2,3,

gdzie: w; (x’ y):ef[(xfx,-)2+(y7y,')2] dla = 1’ 2’ 3'

W(x,y)= ; w;i(x, ),

gdzie: (x;, y,) jest punktem przyjetym jako reprezentant i-tego obszaru. Takie okre-
Slenie wag zapewnia, ze w poszczegdlnych obszarach (rys. 2) najwieksza waga
odpowiada statystyce wykorzystywanej w teScie HFR.

Poniewaz rozktad statystyki (5) w ogélnym przypadku nie jest znany, do
podj¢cia decyzji odnos$nie do hipotezy H, zostanie wykorzystany test permuta-
cyjny (por. [Good 2005]). Po pobraniu préb o liczebnoSciach n| i n, obliczana
jest wartoS¢ statystyki i oznaczana przez T;,. Nastgpnie pofgczone proby B-krotnie
(B = 1000) sg losowo dzielone na dwie o liczebnoSciach n, i n,. Kazdorazowo obli-
czana jest wartoS¢ statystyki 7', (i = 1, 2, ..., B). Ostateczna decyzja podejmowana
jest na podstawie oceny ASL (achieving significance level). Ocena ASL w przy-
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padku hipotezy alternatywnej obustronnej przy poziomie istotno$ci a = 0,05
przyjmuje postac (por. [Efron i Tibshirani 1993]):

A card{l' : Tl > T(0,975) v Tz < T(O,OZS)}
ASL = 7 , ”

gdzie: T@ jest kwantylem rzedu g empirycznego rozktadu statystyki 7, ktéra jest
kombinacjg liniowg statystyk 7}, T, i T, (por. 5).

5. Analiza symulacyjna

Celem przeprowadzonego badania bylo poréwnanie wynikéw testowania hipo-
tezy o réwnoSci wartoSci oczekiwanych testem HH, testem ¢ oraz proponowang
modyfikacjg (oznaczenie mHFR). Analizy przeprowadzono z wykorzystaniem
symulacji komputerowych. Proby o liczebnoSci n, = n, = 15 byty pobierane
z populacji o réznych charakterystykach. W analizach uwzgledniono rozkiady
opisywane w [O’Gorman 2012]: D, — jednostajny, D, — normalny, D, — 7-Studenta,
D, — dwumodalny symetryczny (mieszanka rozktadow normalnych), D, — skosny
z matg kurtozg (uog6lniony rozktad lambda), D, — dwumodalny skoSny (mieszanka
rozktadéw normalnych). Charakterystyka powyzszych rozktadéw zostata przed-
stawiona w tabeli 1.

Tabela 1. Charakterystyka rozktadéw wykorzystywanych w symulacjach

Rozktad Opis Oznaczenie i parametry
D, jednostajny U[—ﬁ; /§]
D, normalny standardowy N©, 1)
D, t-Studenta o 4 stopniach swobody 1
D, mieszanka rozktadéw normalnych %N(j/ %, %) + %N( %, %)
D, uog6lniony rozktad lambda A©;1;1;4,2)
D, | dwumodalny sko$ny %N(—%, %) + %N(%, %)

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie: [Hao i Houser 2012].

Wykresy gestoSci rozwazanych rozktadéw przedstawiono na rys. 3. We wszyst-
kich przeprowadzonych symulacjach przyjeto poziom istotnoSci o = 0,05. Przebieg
procedury symulacyjnej byt nastepujacy:

1) generowano dwie prébki o liczebnoSciach n, = n, = 15 z rozktadow D -D,.
Dla kazdego rozktadu generowano 1000 par prébek. Rozwazano dwa przypadki:
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— H prawdziwa,

— H falszywa — druga z prébek miata zawsze wartoS¢ oczekiwang powigk-
szong o & = 0,60;

2) na podstawie danych potaczonych préb obliczano mierniki (3) i (4) i na tej
podstawie wyznaczano wspétczynniki funkcji testowej (5);

3) obliczano wartos¢ statystyki 7. Nast¢pnie przeprowadzano losowy podziat
potaczonego zbioru i obliczano wartos¢ statystyki 7, (i = 1, 2, ..., 1000);

4) podejmowano decyzje na podstawie (6).

o D1 D2 D3
s <
o =)
)
ol
=} «a
| =l
S =}
=3
o il S S
=
=< e =
=
=) — =]
) =3 =
q_
(=)
g = <
=) S — o

D5
N
° < —
=
S
v —
= ] -
< =)
=]
— — ~
= = = 2
=& = o o
o g»
=
— ]
v—; N’\
o ()
< 4 =
=] e e

Rys. 3. Gestosci rozwazanych rozktadow
Zrédto: opracowanie wiasne w programie R.

W tabeli 2 przedstawiono wyniki przeprowadzonych analiz symulacyjnych.
Zaprezentowano wyniki dla przypadku, gdy H, jest prawdziwa (rozmiar testu)
oraz gdy H,, jest fatszywa (moc testu). Poniewaz wszystkie analizy byty przepro-
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wadzone przy poziomie istotnosci o = 0,05, to prawdopodobienstwa odrzucenia
H, gdy jest prawdziwa, powinny byc¢ bliskie 0,05. Takie wartoSci pozwalajg

potwierdzié, ze wnioskowanie odbywa si¢ na przyjetym poziomie istotnosci.

Tabela 2. Ocena rozmiaru proponowanego testu i mocy dla wybranych rozktadéw

Rozmiar testu (6 = 0) Moc testu (6 = 0,60)
Rozktad
HH mHFR t HH mHFR t
D, 0,047 0,064 0,058 0,125 0,120 0,103
D, 0,044 0,044 0,043 0,320 0,371 0,388
D, 0,038 0,047 0,044 0,419 0,446 0,399
D, 0,013 0,012 0,002 0,894 0,715 0,116
D, 0,035 0,046 0,044 0,421 0,568 0,376
Dy 0,022 0,027 0,000 0,940 0,978 0,039

Zrédto: opracowanie wlasne.

W przypadku gdy H, jest fatszywa, przyjmowano, ze warto$¢ oczekiwana
drugiej probki jest o 0,60 wigksza od wartoSci oczekiwanej pierwszej proby.
Wyniki symulacji zamieszczone w tabeli 2 zostaty zobrazowane narys. 41 5.

0,06 ]

0,05

0,04 1

0,03 7

0,02 1

0,01 1

Rys. 4. Rozmiar testéw

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych z tabeli 2.

Dla rozktadéw D4 i D6 test t nie prowadzi do weryfikacji hipotezy przy
poziomie istotno$ci a = 0,05. Prawdopodobiefistwa odrzucenia H,, s znacznie
mniejsze niz przyjety poziom istotnosci. Dla pozostatych rozktadéw wniosko-
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0.8
0,7 ]
0,6
0,5
04
0,3
0,2

O’é Tl_r H -

Rys. 5. Moc testéw
Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie danych z tabeli 2.

Rys. 6. Rezultaty weryfikacji hipotezy H (4 — odrzucenie, O — brak podstaw do
odrzucenia) w zaleznosci od Q, i Q,

Zrédto: opracowanie wlasne.
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wanie jest przeprowadzane zgodnie z przyjetym poziomem istotnoSci. Moc testow
HH oraz proponowanej modyfikacji we wszystkich rozwazanych przypadkach
mHFR jest zblizona.

Istota przedstawionej propozycji jest usuni¢cie swoistej nieciggtosci zwia-
zanej z testami HFR i HH w poblizu granic, gdy wartosci Q, lub Q, sa bliskie
2,0 lub 2,1 (por. rys. 1 i 2). Dla uzyskania ocen rozmiaru (8 = 0) i mocy testéw
(0 =0,60) HH i mHFR przeprowadzono 10 000 symulacji dla danych generowa-
nych z rozktadu D. Pierwsze 500 wynikéw testu mHFR przedstawiono na rys. 6.
Symbole trojkata oznaczajg odrzucenie H,, a symbole kota brak podstaw do odrzu-
cenia H,.

Na rys. 7 przedstawiono wykresy konturowe rozmiaru testow HH oraz
mHFR (hipoteza H  prawdziwa) w obszarze Q, x Q, € [1,8; 2,4] x [1,8; 2,4],
czyli w obszarze, gdzie w teScie HH wykorzystywane sg trzy warianty statystyki
testowej. Rozmiar obu testéw jest na podobnym poziomie i charakteryzuje si¢
zblizonym zréznicowaniem. Na rys. 8 przedstawiono oceny prawdopodobienstwa
odrzucenia hipotezy H; w przypadku, gdy jest ona fatszywa dla rozktadu D..
W tym przypadku do§¢ wyraznie widaé brak regularnosci dla testu HH. Ze
wzgledu na konstrukcje statystyki testowej (5) charakterystyczna dla testu HH
nieregularno$¢ nie wystepuje w przypadku testu mHFR. Przy wykre§leniu funkcji
rozmiaru oraz mocy testéw (rys. 7 i 8) wykorzystano funkcje programu Mathe-
matica pozwalajace na rekonstrukcje przestrzennego wykresu na podstawie infor-
macji o punktowych wartoSciach funkcji (ocenie rozmiaru i mocy testow).

23}

22}

20}

a8

19 20 21 22 23
Qs

Rys. 7. Oceny rozmiaru testéw (H,, prawdziwa) dla testu HH (po lewej) oraz testu mHFR
(po prawej)
Zrédto: opracowanie whasne w programie Mathematica.
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Rys. 8. Oceny mocy testow (H fatszywa) dla testu HH (po lewej) oraz testu mHFR
(po prawej)

Zrédto: opracowanie wlasne w programie Mathematica.

6. Podsumowanie

Testy adaptacyjne sa rzadko wykorzystywane w badaniach ekonomicznych.
W artykule przedstawiono propozycj¢ modyfikacji testu adaptacyjnego dla poréw-
nania wartoS$ci oczekiwanych w dwoch populacjach. Test nie wymaga spetnienia
zatozen o postaci rozktadu, dlatego moze by¢ wykorzystywany np. w procedurach
kontroli jakoSci, gdy nie jest znany rozktad zmiennej diagnostycznej. Wykorzy-
stujac symulacje komputerowe, przeprowadzono poréwnania wiasnoSci propono-
wanego testu oraz testu Hogga i Housera. Proponowana modyfikacja charaktery-
zuje si¢ zblizong mocg do mocy testu HH. Ze wzgledu na konstrukcje statystyki
testowej funkcja mocy testu jest bardziej regularna niz w przypadku testu HH,
gdzie w zaleznoSci od wartoSci odpornych miernikéw asymetrii i kurtozy sa
wykorzystywane rézne postaci statystyki testowej. Nalezy jednak podkreslié, ze ze
wzgledu na wykorzystanie testu permutacyjnego niezbedne jest wykonanie ztozo-
nych obliczef, wigc stosowanie proponowanej modyfikacji jest nieco bardziej
ucigzliwe i nie zawsze bedzie mozliwe jej wykorzystanie w praktyce.
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On the Modification of the Adaptive Test for Comparing Means
(Abstract)

The paper presents a proposal of a modification of the L. Hao and D. Houser adaptive
test for comparing the locations of two distributions. The modification is based on the
linear combination of three test statistics. In the Hao and Houser test, due to the values of
the robust asymmetry and shape characteristics, the test statistic is chosen. A method of
continuous modification of the test statistic is presented. The properties of the proposed
procedure are analyzed in a Monte Carlo study. The proposal could be used in quality
control monitoring processes.

Keywords: adaptive tests, permutation tests, comparing populations, Monte Carlo.



