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Brak arbitrazu na rynkach
z proporcjonalnymi Kosztami
transakcji’

Streszczenie

Celem pracy jest przedstawienie w ujednolicony i przejrzysty sposob roznych wyni-
kéw dotyczacych aspektu braku arbitrazu wystepujacego przy modelowaniu rynkow
finansowych z proporcjonalnymi kosztami transakcji. Podane zostaty kryteria charak-
teryzujace brak mozliwosci stabego oraz silnego arbitrazu w modelu rynku z czasem
dyskretnym i skonczonym horyzontem czasowym. W przypadku modelu rynku z czasem
cigglym sformutowane zostaly warunki wystarczajace dla braku prostego arbitrazu (tzn.
arbitrazu w klasie prostych strategii inwestycyjnych). Szczegélna uwaga zostata poswie-
cona transakcjom bez mozliwos$ci krotkiej sprzedazy.

Stowa kluczowe: modele rynkéw finansowych, arbitraz, koszty transakceji, proste stra-
tegie inwestycyjne.

1. Wprowadzenie

Przedmiotem pracy sg pewne aspekty zwigzane z modelowaniem rynkow
finansowych. Rozpatrywane jest zagadnienie braku arbitrazu tzn. braku mozli-
wosci uzyskania zysku bez koniecznosci ponoszenia ryzyka straty. Kwestia

* Praca zostala wykonana w ramach badan finansowanych ze srodkow przyznanych Wydzia-
towi Finanséw Uniwersytetu Ekonomicznego w Krakowie w ramach dotacji na utrzymanie poten-
cjatu badawczego.
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probabilistycznej charakteryzacji braku arbitrazu nalezy do podstawowych
zagadnien matematyki finansowej. Zagadnienia te byty badane zarowno w przy-
padku czasu dyskretnego, jak i cigglego. Model z czasem ciagltym i skonczonym
horyzontem czasowym jest uwazany za podstawowe narzedzie analizy rzeczywi-
stych rynkow finansowych. Rozwaza sig¢ strategie ciggle, tzn. strategie inwesty-
cyjne, w ramach ktorych mozliwa jest nieskonczona liczba zmian portfela inwe-
stycyjnego na skonczonym przedziale czasu. Z praktycznego punktu widzenia
takie strategie nie sg realizowalne. Rozsagdne wydaje si¢ badanie uczciwosci
rynku w modelu dopuszczajacym jedynie ,,proste” strategie inwestycyjne, czyli
takie, ktore odpowiadajag wykonaniu tylko skonczonej liczby transakc;ji.

Celem pracy jest zaprezentowanie modelu rynku z proporcjonalnymi kosztami
transakcji. Nalezy podkresli¢, ze rynki z kosztami transakcji z czasem cigglym
sa przedmiotem intensywnych badan matematycznych (m.in.: [Guasoni, Rasonyi
i Schachermayer 2008, 2010]). W pracy przedstawione sg ro6zne definicje braku
arbitrazu oraz trudnosci dobrego zdefiniowania uczciwosci rynku. Przytoczone
sa wyniki stanowigce uogdlnienie pierwszego fundamentalnego twierdzenia
wyceny do modelu z proporcjonalnymi kosztami transakcji. Podane sa warunki
dostateczne na ,,staby” brak arbitrazu w klasie prostych strategii inwestycyjnych
zarowno z mozliwo$cig pozyczania papierdw wartosciowych, jak bez tej mozli-
wosci. Warunki te sg sformutowane dla modelu jednowymiarowego, a nastgpnie
rozszerzone do przypadku wielowymiarowego. Na zakonczenie przedstawiono
wyniki charakteryzujace brak mozliwo$ci arbitrazu w klasie prostych strategii
inwestycyjnych poprzez wykorzystanie rezultatéw Y. Kabanova, M. Raso-
nyi’ego i Ch. Strickera [2002] oraz P.G. Grigorieva [2005] dla modelu z czasem
dyskretnym.

Szczegolng uwage skupiono na strategiach wykluczajacych mozliwos¢
pozyczania papierow wartosciowych. Transakcje, w ramach ktérych inwestor
dokonuje sprzedazy papieru warto§ciowego w chwili zawarcia umowy sprzedazy
niebgdacego jego wlasnos$cia, sa przez ustawodawce ograniczane lub zakazywane
(w ramach GPW w Warszawie nie kazdy inwestor ma mozliwo$¢ dokonywania
tego typu transakcji, jak rowniez nie na wszystkich papierach wartosciowych
moze by¢ realizowana). Oprocz wprowadzenia kosztow transakcji oraz ewentual-
nego ograniczenia sktadu portfela (tzn. brak mozliwosci tzw. krotkiej sprzedazy)
nie rezygnuje si¢ z pozostatych zatozen rynku doskonatego. Zaktadamy, ze rynek
jest plynny, dostep do informacji jest jednakowy dla wszystkich inwestoréw,
a ich samodzielne dziatania nie wptywaja na ceng¢ instrumentow.
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2. Model rynku finansowego z proporcjonalnymi kosztami
transakcji (przypadek dyskretny)

Zaktadamy, ze (Q, F, P) jest przestrzenia probabilistyczng z filtracja
F,c F,c ... c F,. Rozwazamy model rynku finansowego z czasem dyskretnym
(tzn. zaré6wno potencjalne zmiany cen instrumentow, jak i transakcje odbywaja
si¢ w chwilach 0, 1, 2,...,7) i skonczonym horyzontem czasowym: 7 < o,
Na rynku wystepuje d papierow wartosciowych (akcji), ktoérych ceny w chwili
t s3 opisywane przez nieujemny F -mierzalny wektor losowy X, : Q — R? oraz
rachunek bankowy ze stopa procentowa r = 0. Rozpatrujemy rynek z propor-
cjonalnymi kosztami transakcji reprezentowanymi przez wspotczynniki A/, p/
(A >0, wie (0,1)). Wartos¢ X/ (1+ L) rozumie si¢ jako ceng, po ktorej mozna
dokona¢ zakupu j-tego instrumentu w chwili ¢, za§ X/ (1-pn) — jako cene,
po ktorej mozna sprzedac j-ty instrument w chwili 7. Strategia inwestycyjna
nazywamy dowolny proces prognozowalny (¢,) et 1, .1y © warto$ciach w R,
Zmienng losowa @] interpretujemy jako liczbe jednostek j-tego instrumentu
trzymanych w portfelu od chwili z — 1 do chwili ¢ Jesli dodatkowo zazadamy,
by @/ 20 dla kazdegoj =1, 2,...,d oraz t =1, 2, ..., T, to strategi¢ ¢ bedziemy
nazywac strategig inwestycyjna bez mozliwosci krétkiej sprzedazy. Pomimo ze
strategia formalnie opisuje proces inwestowania jedynie w instrumenty ryzy-
kowne (wektor losowy @, jest d-wymiarowy), to standardowe zalozenie, by stra-
tegia byla samofinansujaca si¢ (tzn. bez doptywu §rodkoéw spoza inwestycji oraz
konsumpcji) determinuje pozycje na rachunku bankowym. Niech A@! =] — ¢/ |
oraz (A¢!)", (A®))” oznaczaja odpowiednio cze¢sé dodatnia i cze$¢ ujemna
przyrostu A@;. Wowczas sktad portfela inwestycyjnego po dokonaniu transakcji
w chwili £ — 1 (przy zalozeniu, ze startujemy z pozycji zerowej) opisuja rownania:

of = A0-1) Y (Bo) X ~(+3)Y (80) X/]

1
0 =D A,
s=1

t
o) =D Al
s=1

gdzie ¢, oznacza ilo§¢ pieniedzy ulokowanych (pozyczonych) na rachunku ban-
kowym. Interesujace sg takie pozycje inwestycyjne, ktorych wartos¢ po dokona-
niu sptaty ewentualnego zadtuzenia na rachunku bankowym badz gietdowym
bedzie nieujemna. Definiujemy zatem stozek losowy:
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d
G, ={(<P?, O o @) R 1) + D[ (A=) (0))" X = (14 2) (9)) X/ ]2 0}-
Jj=1

Mozna powiedzie¢, ze G, jest zbiorem pozycji nieujemnych, natomiast (-G)
— zbiorem pozycji osiagalnych w chwili ¢ z pozycji zerowej. W przypadku gdy
mamy do czynienia z jednym rodzajem instrumentu ryzykownego (dla d = 1),
stozki te tatwo zilustrowac (zob. rys. 1). W modelu rynku finansowego z kosz-
tami transakcji pojgcie uczciwosci rynku rozumiane jako brak arbitrazu, czyli
mozliwosci uzyskania zysku z inwestycji o zerowej wartosci poczatkowej bez
ryzyka straty pienigdzy, ma kilka naturalnych uogolnien. Pierwszym z nich jest
sytuacja, w ktorej startujac w chwili 0 z pozycji zerowej osiggamy w chwili T
pozycje, ktéra z dodatnim prawdopodobienstwem nie jest pozycja zerowa, a jej
warto$¢ jest nieujemna z prawdopodobienstwem rownym 1. Mowimy wtedy
o stabym arbitrazu w chwili T Jesli zazadamy dodatkowo, by wartos$¢ pozycji
koncowej byta dodatnia z prawdopodobienstwem niezerowym, to powiemy
o silnym arbitrazu w chwili 7. Oznaczmy przez A’ zbidr pozycji mozliwych do
uzyskania w chwili 7, przy zastosowaniu strategii samofinansujacych si¢ i star-
tujacych w chwili poczatkowej z pozycji zerowej. Wowczas brak mozliwosci
stabego arbitrazu (czyli tzw. silny brak arbitrazu) mozna opisa¢ przez warunek:
A,NL°(G,, F,) = {0}. Natomiast staby brak arbitrazu, tj. brak mozliwosci silnego
arbitrazu, jest tozsamy z warunkiem: 4, N L°(G,, F,) < L°(0G, F,), gdzie 0G,
oznacza brzeg zbioru G,. Warto odnotowac¢, ze istotng rolg¢ w dowodach twier-
dzen charakteryzujacych brak arbitrazu odgrywa fakt, ze zbior poszcji osiagal-

nych w chwili koncowej mozna wyrazi¢ w postaci sumy: 4, = ZLO (-G,, F),

gdzie L° (-G, F) jest rodzing F -mierzalnych wektoréw losowych t(_)] wartosciach
w (=G).

Podstawowy rezultat w matematyce finansowej, nazywany pierwszym
fundamentalnym twierdzeniem wyceny, oznacza, ze brak arbitrazu na rynku
doskonatym jest tozsamy z istnieniem rownowaznej miary martyngatowe;j.
Zanim zostang podane uogélnienia tego wyniku dla modelu z proporcjo-

nalnymi kosztami transakcji, nalezy wprowadzi¢ nastepujace oznaczenia:
d+1

G, oznacza stozek dualny do G, czyli G ={ve R""'|VweG, :Zvjwj > 0};
=

M7 (G"\{0}) oznacza zbior tych martyngatow (Z,)
zeE(Z)<owodlat=0,1,...,Toraz E(Z
Z, € L° (G\ {0}, F) dla dowolnego ¢.

(0,1, .. T} (czyli procesow takich,
|F)=Z2dlat=0,1,...,T-1), dla ktérych
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yE=—

(-mx,

T~

Rys. 1. Zbior pozycji nieujemnych i zbior pozycji osiagalnych w chwili ¢ (przypadek
jednowymiarowy)
Zrédlo: opracowanie whasne.

G*

(I-wXr G

1+ )X,

Rys. 2. Stozek pozycji nieujemnych w chwili 7 oraz stozek dualny (przypadek
jednowymiarowy)

Zrddto: opracowanie wlasne.
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Rozpatrujemy przypadek, w ktérym Q jest zbiorem skonczonym.

Twierdzenie 2.1 (zob. [Kabanov i Safarian 2009]). Nastepujace warunki sa
réwnowazne:

A, LYG, F,) c LG, F,),

2) MT(G*\{0}) # @.

Latwo pokaza¢, ze warunek 2) oznacza istnienie miary P rownowaznej mierze
P oraz d-wymiarowego procesu X bedacego martyngalem wzgledem miary P
takiego, ze (1-p).X, < X . <(1+X1)X,. Zauwazmy, ze przy braku kosztow trans-

akcji twierdzenie 2.1 pokrywa si¢ z pierwszym fundamentalnym twierdzeniem
wyceny.

Niech riG” oznacza relatywne wnetrze stozka G*. Podamy teraz warunek
réwnowazny na silny brak arbitrazu.

Twierdzenie 2.2 (zob. [Kabanov i Safarian 2009]). Nastepujace warunki sg
rOwnowazne:

)4, L%G,, F,) = {0},

2) istnieje Z € M (G"\{0}) taki, ze Z, € L° (riG,, F).

Wprowadzenie pojecia silnego i stabego braku arbitrazu w klasie strategii bez
mozliwo$ci pozyczania papierow warto$ciowych wymaga ograniczenia zbioru
pozycji nieujemnych oraz zbioru pozycji osiagalnych w chwili koncowej. Niech
zatem

G ={(@, ¢ . 0)€G, 19/ 20,i=1, .., d)

bedzie zbiorem pozycji nieujemnych, za$ przez 4; oznaczmy zbiér pozycji osia-
galnych w chwili koncowej przy omawianym ograniczeniu. Wowczas powiemy,
ze w modelu zachodzi staby brak arbitrazu bez mozliwo$ci krotkiej sprzedazy,
jesli 47 "L (G, F,) = L’(06G;, F;) oraz odpowiednio: silny brak arbitrazu bez
mozliwosci krotkiej sprzedazy, jezeli 47 N L' (G;, F,) = {0}.
T
Zauwazmy, ze zbior ZLO (O, F), gdzie O oznacza zbior pozycji osiggalnych
t=1
z pozycji zerowej w chwili ¢ przy zastosowaniu strategii bez mozliwosci pozy-
czania papierow wartosciowych, tzn.

Q: :{((P?a(piaa(p?)e(_Gz)(P; 20’ izl’“" d}’

nie wyczerpuje wszystkich mozliwych pozycji w chwili 7. PowyzZsza suma sta-
nowi jedynie zbior koncowych pozycji generowanych przez strategie o niema-

T
lejacej liczbie akcji (zbior ZLO (O, F) jest whlasciwym podzbiorem 4;). Zatem

t=1
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zastosowanie analogii do przypadku ogolnego, gdzie zbior 4, mozna zapisa¢
w postaci sumy algebraicznej stozkow losowych nie jest mozliwe.

W badaniu modeli z kosztami transakcji pojawia si¢ rowniez inny problem:
brak rownowaznosci mi¢dzy istnieniem strategii arbitrazowej w modelu wielo-
okresowym a istnieniem mozliwos$ci arbitrazu w co najmniej jednym z podmo-
deli jednookresowych. Wtasnos¢ ta, prawdziwa w przypadku rynku bez kosztow
transakcyjnych, zostata wykorzystana w wigkszosci dowodow pierwszego funda-
mentalnego twierdzenia wyceny arbitrazowej. Ponizszy przyktad (zob. [Rygiel
1 Stettner 2012]) ilustruje brak mozliwos$ci redukcji problemu uczciwosci rynku
do modelu jednookresowego w sytuacji, gdy rozwazamy proporcjonalne koszty
transakcji.

Przyktad. Rozpatrujemy model dwuokresowy, jednowymiarowy (T=2, d = 1)
z dynamikg cen instrumentu ryzykownego zadang przez zmienne losowe: X = 1,
X, =X, (1+§), X, =X, (1+¢,), gdzie P(§, > -1, §, > 1) = 1. Zaktadamy, ze

D1+E, < i+ & z dodatnim prawdopodobienstwem dla i = 1, 2;

1+A

Przyjmujac zatem strategi¢ polegajaca na zakupie w chwili poczatkowej jednej
akcji po cenie 1+A ze srodkow pochodzacych z pozyczki w banku oraz braku
modyfikacji sktadu portfela inwestycyjnego w kolejnych chwilach, otrzymamy
po likwidacji portfela w chwili kofcowej kwote: —(1+ A1) +(1+&,)(1+&,)(1—p).

2)PG+_}‘(1_5)§1+§1}=1 dla & > 0 takiego, 7e (1—5)> > —*
—n

Zauwazmy, ze na mocy warunku 2) otrzymujemy
P(-(1+1)+(1+E&)(1+E,)>0)=1,

wiec opisana strategia jest silnym arbitrazem bez krotkiej sprzedazy. Jedno-
czesnie kazdy z podmodeli jednookresowych jest wolny od silnego arbitrazu
w klasie strategii wykluczajacych krétka sprzedaz. Z uwagi na brak mozliwosci
zadhuzenia na rachunku gieldowym jedyna mozliwa strategia jest kupno akcji
w chwili poczatkowej i sprzedaz w chwili koncowej. Warto$¢ takiej strategii
w podmodelu: 0 <> 1 opisuje zmienna losowa:

I+ +A+E)d —p),
za$§ w podmodelu 1 <> 2:

—(1+RA+&) + A +E)A + &)1 —w.

Warunek 1) gwarantuje, ze obie zmienne losowe przyjmuja wartosci ujemne
z dodatnim prawdopodobienstwem.
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3. Arbitraz w Kklasie prostych strategii inwestycyjnych

Zaczniemy od przedstawienia matematycznego modelu rynku finansowego
z czasem cigglym. W tym celu rozwazamy przestrzen probabilistyczng (Q, F, P)
z filtracjg (F),_ 0. 77 spetniajgca tzw. warunki zwykte (tzn. zupetng i prawo-
stronnie ciagla). Nlech X)), c0. 11 bedzie d-wymiarowym adaptowanym procesem
stochastycznym o $cisle dodatmch trajektoriach. Proces ten opisuje ewolucje cen
d instrumentéw ryzykownych. Rozwazamy réwniez proces deterministyczny,
stale rowny 1, ktory reprezentuje rachunek bankowy (z zerowa stopa procentowa).

Interesowac nas beda tzw. proste strategie inwestycyjne, czyli takie, w ramach
ktorych dokonujemy skonczong liczbe transakcji na skonczonym przedziale
czasu. Klase¢ tego typu strategii mozna traktowac jako swego rodzaju pomost
miedzy modelami dyskretnymi i ciggltymi. Zaleta takiego podejscia, wobec
modeli z czasem dyskretnym, jest mozliwo$¢ rozwazania strategii w ramach,
ktorych liczba transakcji w ograniczonym czasie nie jest ograniczona z gory.
Ponadto transakcje moga by¢ dokonywane w dowolnym momencie, rynek jest
bowiem obserwowany w sposob ciagly. Sens rozwazania prostych strategii
jest $cisle zwigzany z modelami rynku z kosztami transakcji. Wprowadzenie
w klasycznym modelu Blacka-Scholesa kosztow transakcji prowadzi do sytuacji,
w ktorej jedynymi strategiami, ktore nie generuja nieskonczonych kosztéw trans-
akcji, sg strategie typu ,,buy-and-hold”. Ponadto proste strategie inwestycyjne
wydajg si¢ lepiej oddawac rzeczywiste zachowania inwestorow na rynku.

Prostg strategie 1nwestycyjnq definiujemy zatem jako d-wymiarowy proces

® = (®,),, 1 POStaci O, Ze Koan O +0, % o (O+0,5,,(0), gdzie n>2,

zmienne losowe 1, dla i € {1, ..., n} sg czasami zatrzymania wzgledem filtracji
(F),c0. 1y takimi, ze 0 <1, <1, < ... <t <1 =T oraz 6, sa F -mierzalnymi
d-wymiarowymi wektorami losowymi dla i €{1, ..., n}. Klas¢ takich strategii

oznaczamy przez B, Ponadto przyjmujemy nastepujaca konwencje: (t, T, =17

jeslit, =1, dlai=1,...,n-2 oraz (7, 7,,,] = {1,}, jesli 1, = t,,, = T. Ciag
(T, )l — interpretujemy jako ciag losowych momentow modyfikacji portfela,
za$ fakt, ze sa to czasy zatrzymania wzgledem filtracji (F),. 0. 77 odzwierciedla

prawidtowos¢, ze decyzje inwestorow sa stymulowane poprzez sygnaty pocho-
dzace z gromadzonych sukcesywnie informacji o rynku. Strategia ma charakter

impulsowy; zmienna losowa 0/ oznacza liczbe jednostek j-tego instrumentu,
ktora znajduje si¢ w portfelu inwestycyjnym migdzy chwilami 1,1 1,,,. Zmienna
losowa 0/ moze przyjmowaé zaréwno dodatnie, jak i ujemne wartosci.
Bedziemy réwniez rozwazac sytuacje, w ktorej mamy do czynienia z ograni-
czeniem sktadu portfela inwestycyjnego polegajacym na wykluczeniu mozliwosci
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krotkiej sprzedazy. Strategic ® € B, nazwiemy prostg strategig inwestycyjng
bez mozliwosci krotkiej sprzedazy, jesli 0/ >0 dla dowolnego i{l, ...,n} oraz

je{l,...,d}. Klase takich strategii oznaczamy przez B;.
Zdefiniujmy proces dobrobytu zwigzany z realizacjg strategii © € B, jako:

-3 {"ZIOKXJ;,A, X7 )- wz X160 -
= =

n—1
- sz AL (ej 9{71)7 }\’jX] (emax{lr <t} )7 ]Xj (emax{tr <t})+:|'
i=1

Warto$¢ tego procesu jest suma zyskow pochodzacych z inwestowania
w poszczegodlne papiery warto$ciowe. Zysk generowany przez inwestycje w j-ty
instrument finansowy sktada si¢ z cze¢sci zwigzanej ze zmianami cen instru-
mentu w kolejnych chwilach dokonywania transakc;ji:

Ze (XJIAZ 'r/\t)

z czg$ci odpowiadajacej kosztom ewentualnego zakupu:

n—1

7»’2 (0]
i kosztom potencjalnej sprzedazy:
n-1
W X],(0/-6],)
i=1

w kolejnych losowych momentach do chwili 7 oraz ze sktadnika opisujacego koszt
likwidacji portfela w chwili #:

. L
jesli 07, <y <0 oraz
IXt/ellnax{t <t}
jezeli 0], e > 0.

Mozna obecnie sformutowa¢ definicje¢ silnego arbitrazu poprzez okreslenie
warunkow dotyczacych wartosci dobrobytu w chwili koncowe;.

Definicja 3.1. Méwimy, ze w modelu wystepuje mozliwos¢ silnego arbitrazu
w klasie prostych strategii inwestycyjnych, jesli istnieje strategia ® € B taka, ze
P(W,? >0)=1 oraz PW,> > 0) > 0. Jezeli istnieje strategia nalezaca do klasy B;,
dla ktorej wartos¢ dobrobytu w chwili koncowej spetnia powyzsze wlasnosci,
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to powiemy, ze w modelu wystepuje silny arbitraz w klasie prostych strategii bez
mozliwosci krotkiej sprzedazy.

Przejdzmy do okreslenia warunkow, ktore wykluczajg istnienie silnego arbi-
trazu w modelu z proporcjonalnymi kosztami transakcji w przypadku ogdélnym
oraz w sytuacji ograniczenia pozyczania papieréw wartosciowych. Dla uprosz-
czenia notacji rozpoczniemy od przypadku jednowymiarowego, tzn. od modelu
rynku, na ktérym wystepuje jeden rodzaj instrumentu ryzykownego.

Definicja 3.2. Niech (X)) re[0. ] bedzie adaptowanym procesem stochastycznym
o $cisle dodatnich trajektoriach. X speinia warunek (S) wzgledem filtracji
FDicpo. 1y jesli dla dowolnego czasu zatrzymania t < 7 oraz dowolnego & > 0:

P [ sup

T<t<T
Z ponizszego twierdzenia opartego na wyniku H. Sayita i F. Viensa [2011]
wynika, ze warunek (S) wyklucza istnienie silnego arbitrazu.

Twierdzenie 3.1 (zob. [Rygiel 1 Stettner 2012]). Jesli proces (X)) re[0.7] spetnia
warunek (S5), to model rynku finansowego jest pozbawiony mozliwosci silnego
arbitrazu w klasie prostych strategii inwestycyjnych.

Moéwiac intuicyjnie: jesli trajektoria procesu cen akcji nie przekroczy pewnego
poziomu powyzej i ponizej biezgcej ceny, to zysk wynikajacy z ewentualnych
zmian cen akcji nie zrekompensuje poniesionych kosztow transakcji. Zatem jezeli
takie zdarzenie zachodzi z dodatnim prawdopodobienstwem, to nie ma szans na
znalezienie strategii arbitrazowej. Warunek (S) oczywiscie gwarantuje rowniez
staby brak arbitrazu bez krotkiej sprzedazy (jesli bowiem nie istnieje strategia

X
In—~

T

<&

th>0, P—pan.

arbitrazowa w klasie B, to tym bardziej nie znajdziemy jej w B;).

Definicja 3.3. Powiemy, ze proces (X)) re[0. T] spetnia warunek (D) wzgledem
filtracji (F) re[0. 17 jesli dla dowolnego ciggu czasow zatrzymania 0 <1, <1, < ...
... <1, <1,= T zachodzi:

P{ﬂ{(l +0X, > (1-pX, }j >0.
i<k

Twierdzenie 3.2 (zob. [Rygiel i1 Stettner 2012]). Jesli proces (X)) re[0. 1] spetnia
warunek (D), to w modelu wystepuje staby brak arbitrazu w klasie prostych stra-
tegii inwestycyjnych bez krotkiej sprzedazy.

Zauwazmy, ze zdarzenie {(1+A)X_ > (1-p)X. } opisuje sytuacje, w ktorej
cena, po ktorej mozemy dokona¢ zakupu w chwili 1, przewyzsza ceng sprzedazy
w chwili t,. Oznacza to, ze nie mozna skonstruowac strategii arbitrazowe;j, doko-
nujac transakcji dopuszczalnych (tzn. bez pozyczania na rachunku gietdowym)
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w chwilach 1, 1 t,. Zatem warunek (D) oznacza, ze zadna ze strategii postaci
OX(T“U], gdzie t, <1, oraz 0 > 0, nie prowadzi do arbitrazu.

Warunki (S) i (D) mozna uogolni¢ do przypadku wielowymiarowego, tzn.
modelu rynku, na ktorym wystepuje d rodzajow papieréw warto§ciowych.

Definicja 3.4. Niech (X)), _ [0.7] bedzie d-wymiarowym adaptowanym procesem
stochastycznym o Scisle dodatmch trajektoriach. Mowimy, ze X spetnia warunek
(8% wzgledem filtracji (F), _ 0. 7 jesli dla dowolnego czasu zatrzymania t < T
oraz dowolnego & > 0:

d
P[ﬂ{sup
j=1 t<t<T

Twierdzenie 3.3 (zob. [Rygiel 1 Stettner 2012]). Jesli proces (X)) Drelo. 7] spelnia
warunek (5%, to wielowymiarowy model rynku finansowego jest pozbaw10ny
mozliwos$ci silnego arbitrazu w klasie prostych strategii inwestycyjnych.

J

X }
- < €
X/

T

FtJ>O, P—pn.

Definicja 3.5. Powiemy, ze proces (X)), _ [0.7] spetnia warunek (D% wzgledem
filtracji (F, ) Jesh dla dowolnego ciggu czasow zatrzymania 0 <71, <1, < ...
<t <t = Tzachod21

L, <
P(ﬂﬂ{(l + )X >(1-pX! }J >0
j=li<k

Twierdzenie 3.4 (zob. [Rygiel i1 Stettner 2012]). Jesli proces (X)) Drepo. 1] spetnia
warunek (D%, to w modelu wielowymiarowym wystepuje staby brak arbltrazu
w klasie prostych strategii inwestycyjnych bez mozliwosci krotkiej sprzedazy.

W dowodach powyzszych twierdzen korzysta si¢ z pojgcia silnego arbitrazu
w klasie prostych strategii wedtug definicji 3.1. Mozna rozwazaé rGwnowazng
definicj¢ arbitrazu wyrazong w jezyku stozkow losowych. Wystarczy okreslié,
petnigcy kluczowa role w tym podejsciu, zbidr pozycji osiggalnych w chwili
koncowej przy zastosowaniu prostych strategii inwestycyjnych. Niech

Af = U U Ap (T s Ty)s

neN, 0<t<...<t,=T
gdzie: 4,(t),...,T,) = ZLO (=G, , F, ). Wowczas oba rodzaje arbitrazu definiu-
i=1
jemy analogicznie do przypadku dyskretnego: w modelu wystepuje mozliwos¢
stabego arbitrazu, jezeli AF NL°(G,,F,)# {0} oraz silnego arbitrazu, jezeli
AP WL (R, F,) # {0} (mozna pokazaé, ze warunek A; N L' (G, ,F,) c L’ (0G,, F})

jest rownowazny warunkowi: 4 N L' (R, F,) =1{0}).
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Na zakonczenie przedstawiono charakterystyke silnego i stabego braku arbi-
trazu w klasie prostych strategii inwestycyjnych, bedacg uogdlnieniem wynikow
z przypadku z czasem dyskretnym. Rezultaty dotycza rynku skonczonego
(tj. przypadku, gdy zbior Q jest skonczony), na ktorym wystepuje d papierow
wartosciowych. Oznaczmy przez M, T”}(G* \ {0}) rodzing¢ tych martyngatéw

Z=(Z )iy, . n»dlaktorychZ e LO(G: \{0}, F, ) dla kazdegoi=1, ..., n.
Twierdzenie 3.5. Nastgpujace warunki sag rtOwnowazne:
) 47 NL(Gp, Fy) =10},
2) dla dowolnego n>2 i dowolnego ciggu czasow zatrzymania 0 <t <t,<...
..<t <t =Tistnieje martyngatZ e M, . (G"\{0}) taki, ze Z, € L (+iG,, F}).
Twierdzenie 3.6. Nastepujace warunki sg rOwnowazne:
D47 N LR, F) = {0},
2) istnieje martyngat (Z, )
i=1,...,n.

. taki, ze Z_ e L'(G, \{0},F, ) dla kazdego

iefl, ...,

W modelu rynku, w ktéorym rozwazamy 1-wymiarowy proces cen, twier-
dzenie 3.6 mozna uogdlni¢ do przypadku dowolnej przestrzeni stanow Q. Dowod
opiera si¢ na wyniku z pracy Grigorieva [2005] podajacego warunek rownowazny
dla braku silnego arbitrazu w modelu z czasem dyskretnym. Problem charaktery-
zacji braku arbitrazu w modelu dowolnym wielowymiarowym pozostaje otwarty.

Brak mozliwosci arbitrazu jest podstawowym warunkiem, ktory powinien by¢
spetniony w modelowaniu rynku finansowego. W pracy przedstawiono przeglad
wynikéw dotyczacych warunkéw koniecznych i dostatecznych dla braku arbi-
trazu w modelach rynkéw finansowych z proporcjonalnymi kosztami transakc;ji.
Rezultaty moga postuzy¢ do dalszych badan.
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Absence of Arbitrage in Markets with Proportional Transaction Costs

The aim of the paper was to present in a clear and unified way various results
concerning the absence of arbitrage in the modelling of financial markets with propor-
tional transaction costs. The absence of weak and strict arbitrage opportunities criteria in
a finite time horizon discrete time market model are given. Sufficient conditions for the
absence of simple arbitrage (i.e. arbitrage over simple investment strategies) in a continu-
ous time market model are presented. Special attention is devoted to transactions without
short selling.

Keywords: financial markets models, arbitrage, transaction costs, simple trading stra-
tegies.



