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Miara ryzyka estymacji
parametrow modelu VaR

Streszczenie

Obecnie warto$¢ zagrozona jest jedng z najpopularniejszych miar ryzyka finanso-
wego. W literaturze przedmiotu mozna spotkac si¢ z wieloma podejSciami do walidacji
modeli warto$ci zagrozonej. W praktyce oprécz przeprowadzania testow ex post nalezy
zweryfikowa¢ model w momencie jego tworzenia i wtedy mozna dokonac tzw. analizy
ryzyka modelu. W dziedzinie finanséw szczegdlnie istotne jest ryzyko estymacji modelu
ze wzgledu na ograniczong liczbg danych historycznych, ktére sa dostepne do estymacji
parametréw. Celem artykutu jest zaproponowanie miary ryzyka estymacji parametrow
modelu VaR opartej na przedziatowej estymacji wartoSci zagrozonej.

Stowa kluczowe: warto$¢ zagrozona, estymacja przedzialowa, ryzyko modelu, ryzyko
estymacji parametréw modelu.
Klasyfikacja JEL: G32.

1. Wprowadzenie

W procesie zarzgdzania ryzykiem konieczne jest weryfikowanie wykorzysty-
wanych modeli, zaréwno przed ich wdrozeniem, jak i podczas ich regularnego
stosowania. Przeprowadzanie kontroli w tym zakresie pozwala na zidentyfiko-
wanie modeli wymagajacych poprawienia lub wprowadzenia zmiany, czyli takich,
ktére w niewystarczajacy sposob odwzorowuja zjawiska zachodzace na rynkach
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finansowych. W teorii opracowano wiele narz¢dzi umozliwiajacych odrzucenie
nieodpowiednich metod. W praktyce modele powinny nie tylko odzwierciedlac
rzeczywiste zjawiska, ale rowniez spetnia¢ dodatkowe warunki. Po pierwsze,
powinny mie¢ mozliwie jasng interpretacj¢ ekonomiczng, aby zminimalizowac
ryzyko zastosowania ich w spos6b nieadekwatny do budowy. Po drugie, nie
powinny by¢ bardziej ztozone, niz jest to potrzebne, np. nie powinny posiadaé zbyt
duzej liczby parametréw. Po trzecie, parametry tych modeli nie moga by¢ zbyt
trudne do estymacji — duzo trudniej w praktyce zastosowaé estymacje bayesowska
niz metod¢ maksymalizacji wartoSci funkcji wiarygodnosci. Zastosowanie tych
metod wymaga wykonywania symulacji w zaawansowanych $rodowiskach obli-
czeniowych, nie zawsze dostgpnych w firmach, ktére staja przed problemem
zarzadzania ryzykiem rynkowym. Drugi i trzeci warunek stuzg ograniczeniu
ryzyka estymacji parametréw. Oba podrodzaje ryzyka, tzn. ryzyko btednej specy-
fikacji modelu oraz ryzyko estymacji, skfadajg si¢ na tzw. ryzyko modelu (Jajuga
2013). Im interpretacja modelu jest mniej jasna, im wiecej ma on parametréw albo
im trudniej dostepne sa dane potrzebne do ich estymacji, tym ryzyko modelu jest
wyzsze. Celem artykutu jest zaproponowanie miary ryzyka estymacji parame-
tréw modelu VaR w oparciu o przedzialowa estymacj¢ warto§ci zagrozonej oraz
z wykorzystaniem koncepcji testu Kupca.

2. Ryzyko modelu

Jako$¢ modeli stuzacych do pomiaru ryzyka finansowego jest prawdopodobnie
jednym z najwazniejszych elementéw modelu biznesowego wielu duzych przed-
sigbiorstw z branzy finansowej. W skrajnych przypadkach moze ona przesadzic¢
o przetrwaniu lub bankructwie danego podmiotu. Z tego powodu metodyka wery-
fikacji i selekcji stosowanych metod jest szczegdlnie istotna. Warto zauwazyc,
ze przydatno$¢ modeli stosowanych w modelowaniu zjawisk ekonomicznych
zalezy od stopnia, w jakim przyblizajg one rzeczywiste zjawisko (Jajuga 2013).
W pewnych sytuacjach przyblizenie to jest satysfakcjonujace, a w innych moze
prowadzi¢ do wielu pomytek i biedéw.

Aby stwierdzié, czy dany model moze by¢ przydatnym narzedziem, nalezy
przeprowadzié jego weryfikacj¢ ex post, czyli poréwnac przeszte prognozy ze
znanymi juz prawdziwymi warto§ciami prognozowanych wielko$ci. Czasami
jednak zachodzi potrzeba zweryfikowania modelu w momencie jego tworzenia
i wtedy mozna dokonac tzw. analizy ryzyka modelu (Kuziak 2011). Zgodnie
z definicjg podang we wprowadzeniu ryzyko modelu wynika z zastosowania bted-
nego modelu w Swiecie rzeczywistym. Mozna wyr6zni¢ trzy podstawowe rodzaje
ryzyka modeli w dziedzinie finansow:
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— ryzyko w zakresie struktury modelu,

— ryzyko estymacji parametrow modelu,

— ryzyko zastosowania modelu.

Ryzyko w zakresie struktury modelu moze by¢ zwigzane z nieprawidtowa
postacig funkcyjng modelu, czyli np. nieuwzglednieniem w nim istotnych zmien-
nych lub dynamiki. Sprawdzenie poprawnoSci struktury modelu polega na prze-
prowadzeniu analizy jakoSciowej. W pierwszej kolejnoSci powinny zostaé zwery-
fikowane zatozenia modelu. W wypadku wielu podstawowych modeli przyjmuje
sie np. zatozenie, ze rozktad reszt jest normalny. Zasadno§¢ tego zatozenia mozna
zweryfikowac poprzez analize danych historycznych. Kolejnym elementem wery-
fikacji moze by¢ przeprowadzenie testow wstecznych. Warto jednak podkreslic, ze
wiele modeli, ktére bardzo dobrze odzwierciedlaty rzeczywisto§¢ w odniesieniu
do przesztosci, daje niezadowalajace rezultaty odno$nie do przysztosci. Problem
ten dotyczy przede wszystkim modeli zawierajacych duzg liczbe parametrow.
Im model jest bardziej ztozony, tym tatwiej dopasowac go do danych historycz-
nych, ale jego przydatno§¢ w zakresie prognozowania przysztych zjawisk moze
by¢ znikoma.

Ryzyko estymacji parametréw modelu mozna zdefiniowaé jako mozliwo§é
btednej estymacji parametru na skutek wybrania nieprawidtowej metody estymaciji
lub zastosowania zle dobranego zbioru danych. Ryzyko to w dziedzinie finanséw
jest szczegdlnie istotne, m.in. ze wzgledu na ograniczong liczb¢ danych historycz-
nych. Oprécz skoficzonej dtugoSci préby btad w oszacowaniu parametréw moze
wynikaé réwniez z przyjecia nieprawidtowej metody estymacji (np. wykorzystania
metody, w ktérej nie uwzglednia si¢ wystgpowania obserwacji nietypowych, lub
estymacji parametrow bez wzigcia pod uwage niestacjonarno$ci szeregow czaso-
wych). Do oszacowania tego ryzyka mozna wykorzysta¢ narzedzia iloSciowe, do
ktérych nalezg m.in.:

— analiza wrazliwoSci modelu na zmiany wartoSci parametréw, ktéra ma na
celu okreslenie najbardziej istotnych elementéw modelu,

— estymacja przedziatu ufnoSci dla parametru przy znanej wielkoSci préby.

Ryzyko zastosowania modelu dotyczy sytuacji, w ktérej model jest wykorzy-
stywany w innych warunkach niz te, w jakich zostaty oszacowane parametry
lub przeprowadzono walidacje. Ocenienie tego, czy model zostat poprawnie
zastosowany, powinno polega¢ na sprawdzeniu spetnienia wszystkich zatozen, na
ktérych si¢ opiera. Przyktadéw ztego zastosowania modeli jest wiele. Szczeg6lnie
problematyczna jest sytuacja podwyzszonej zmiennos$ci (np. podczas krachéw na
gietdach). Wiele modeli estymowanych w warunkach stabilno$ci rynkow finanso-
wych przestaje dziata¢ prawidtowo, gdy pojawiaja si¢ obserwacje skrajne. Innym
przyktadem jest proba stosowania modeli finansowych stworzonych na rynkach
rozwinietych (np. modelu wyceny opcji) do wyceny instrumentéw pochodnych na
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rynku wschodzacym, w wypadku ktérego inny jest proces zmiennosci, a ptynnosc¢
radykalnie nizsza.

Warto réwniez podkresli¢, ze im wigksza jest ztozonoS¢ stosowanych modeli,
tym mniejsza jest ich przejrzystos¢, a tym samym wieksze ryzyko modelu. Narze-
dzia statystyczne wykorzystywane na rynkach finansowych powinny by¢ odporne
na zmiany warunkéw rynkowych i na tyle klarowne, aby odpornos¢ te dato si¢
zweryfikowac¢ juz w momencie tworzenia modelu. Prostota modelu jest réwniez
niezbedna do okreSlenia zatozefi, na ktérych zostat oparty, co umozliwia przepro-
wadzenie analizy ryzyka zastosowania modelu.

3. Kwantylowe miary ryzyka i warto$¢ zagrozona

Sposréd modeli ryzyka rynkowego szczegdlne znaczenie majq te, ktére stuza
do szacowania kwantylowych miar ryzyka. Sg to miary oparte na kwantylach
rozktadu zmiennej ryzyka. Zmienna ryzyka moze by¢ w tym przypadku stopa
zwrotu z inwestycji, jej warto$¢ albo strata wyrazona w jednostkach pienigznych
(Zarzgdzanie... 2008). Najbardziej popularng kwantylowa miarg ryzyka jest
wartoS¢ zagrozona (value at risk — VaR) (Jajuga 2001). Definiuje si¢ ja jako pewien
kwantyl z gérnego ogona rozktadu straty wyrazonej w jednostkach pieni¢z-
nych. Jej szacowanie sprowadza si¢ jednak do wyznaczania kwantylu z dolnego
ogona rozktadu stopy zwrotu, a to najczesciej wymaga oszacowania zmiennosci.
Do szacowania kwantylowych miar ryzyka zazwyczaj wykorzystuje si¢ modele
zmienno§ci, tak wigc istnieje Scisty zwiazek miedzy modelami zmiennoSci
i kwantylowymi modelami ryzyka. W wigkszoSci kwantylowych modeli ryzyka
model zmiennoSci jest wrecz gldéwnym elementem konstrukcyjnym (Doman
i Doman 2009).

Obecnie warto$¢ zagrozona (nazywana rowniez warto$cig narazong na ryzyko)
jest jedng z najpopularniejszych miar ryzyka finansowego. Mimo ze zostata
pierwotnie zastosowana do pomiaru ryzyka rynkowego, to z duzym powodze-
niem moze by¢ uzywana do pomiaru innego typu ryzyka (zwtaszcza ryzyka
kredytowego 1 operacyjnego). Pierwszg instytucja finansowa, ktéra opublikowata
materiaty dotyczace wartoSci zagrozonej, byt bank J.P. Morgan (w pazdzierniku
1994 r.)!. Kolejne istotne opracowania po§wigcone warto$ci zagrozonej zostaty
opublikowane przez RiskMetrics Group (ktéra dziatata wtedy jako jednostka
banku J.P. Morgan), byty to: CreditMetrics™ (w kwietniu 1997 r.) oraz Corporate-
Metrics™ (w kwietniu 1999 r.).

! Koncepcja warto$ci zagrozonej byta wspierana przez Grupe Trzydziestu (G30) — migdzyna-
rodowy organ skupiajacy najlepszych finansistéw i uczonych.
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W najprostszy sposob warto§¢ zagrozong mozna zdefiniowaé jako strate
warto$ci rynkowej (np. instrumentu finansowego, portfela, instytucji), taka ze
prawdopodobiefistwo osiagniecia jej lub przekroczenia w danym okresie jest
réwne okre§lonemu poziomowi tolerancji (Zarzgqdzanie... 2008). Formalnie
wartoS$¢ zagrozong mozna zapisaé za pomocg nastgpujacego wzoru:

P(W,<W,~VaR(W,1,T, o)) = o, )

gdzie:

W, — obecna warto$¢ inwestycji (np. instrumentu finansowego, portfela, insty-
tucji),

W, — wartoS¢ inwestycji w chwili koncowe;j T,

o — poziom tolerancji (najczesciej 1% lub 5%),

VaR(W,,1,T, oc) — warto$¢ zagrozona obliczona w momencie poczatkowym ¢
dla horyzontu 7' — ¢ i poziomu istotnoSci .

Najczesciej uwzglednianym przez banki horyzontem czasowym jest jeden
dziefi (Rokita 2004). Wybdr tak krétkiego terminu nie jest przypadkowy. Sktad
portfela, dla ktérego dokonuje si¢ pomiaru ryzyka, moze szybko ulec zmianie,
co sprawia, ze estymacja wartoS§ci zagrozonej dla okreséw dtuzszych niz miesigc
posiada wiele ograniczef, m.in. ze wzgledu na trudnoSci w zestawieniu prognozy
ze zrealizowanym wynikiem (Best 2000). Inne instytucje finansowe, w wypadku
ktérych ekspozycja nie ulega tak szybko zmianie (np. fundusze inwestycyjne
i przedsigbiorstwa), biora pod uwage okres miesigczny. Najczesciej uwzgled-
nianymi poziomami tolerancji, zalecanymi przez instytucje nadzorujace rynek
finansowy, sg 1% i 5%. Im poziom tolerancji jest nizszy, tym wyzszy jest poziom
wartosci zagrozonej.

4. Klasyczne metody walidacji modeli wartoSci zagrozonej

W literaturze przedmiotu opisano dwa podejscia do walidacji modeli wartoSci
zagrozonej. Pierwsze z nich opiera si¢ na analizie empirycznej realizacji prze-
kroczen VaR i zostato zaproponowane przez P.H. Kupca (1995). W metodzie tej
szereg przekroczen (failure process, hit function) mozna zdefiniowaé w nastepu-
jacy sposéb (Piontek 2007):

1, r,,, <-VaR,
1710, r,. =-VaR’ @
> ot+l T t
gdzie:
r,,, — stopa zwrotu z okresu 7 + 1,

VaR, — warto$¢ zagrozona w czasie t.
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W drugim podejsciu korzysta si¢ ze statystyk opisowych mierzacych wielko§¢
przekroczen wartoSci zagrozonej. Najlepszym przyktadem zastosowania tego
podejscia sg tzw. funkcje straty.

NajczeSciej wykorzystywanym testem modelu wartoSci zagrozonej jest test
analizujacy faktyczng liczbe przekroczen w odniesieniu do zatozonego poziomu
tolerancji (Kupiec 1995). Test ten zostat opracowany, aby mozna byto odpowie-
dzie¢ na pytanie, czy liczba strat przekraczajacych oszacowang warto$¢ zagrozong
jest zblizona do zatozonego poziomu tolerancji (Dowd 2006), czyli przeprowa-
dzajac go, dokonuje si¢ poréwnania empirycznego udziatu przekroczefi z prawdo-
podobienstwem sukcesu w teoretycznym modelu niezaleznych préb Bernoulliego.

Hipoteza zerowg w teScie jest:

Hy:p=p= T
hipotezg alternatywna:
H:p#p,
gdzie:
x — liczba przekroczef,

T — liczba wszystkich obserwacii,
p — poziom tolerancji w modelu VaR.

Kryterium oceny ex post prognoz VaR sformutowano w postaci testu ilorazu
wiarygodnosci restrykcji parametru p. Statystyka testowa ma postac:

T-x

LR,,, =2 1n(%). 3)
(1-7) " (7)

Jest to statystyka LR, rozktad %* z jednym stopniem swobody. W tabeli 1 przed-

stawiono minimalng i maksymalng liczb¢ przekroczen dla réznych pozioméw

tolerancji i wielkoSci prob, aby model nie zostat odrzucony.

Tabela 1. Przedzialy liczby przekroczen dla wspétczynnika ufnosci 0,95

) - Wielko§¢ proby
Poziom t(gie;j)ncp VaR 255 3510 1000

min max min max min max
1,0 1 6 2 10 5 16
2,5 3 11 7 20 16 35
50 7 20 17 35 38 64
75 12 27 28 50 60 91
10,0 17 35 39 64 82 119

Zrédto: opracowanie wlasne.
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Rys. 1. Szeroko$¢ przedziatu czestoSci wystgpowania przekroczen dla poszczegdlnych
wielkoSci proby i wspoétczynnik ufnosci, dla ktérych nie ma powodéw do odrzucenia
modelu

Zrédto: opracowanie wilasne.

Im dtugo$¢ szeregu przekroczen jest wieksza (im wigksza jest préba wyko-
rzystana do testu), tym mniejsza jest szeroko$¢ przedziatu, w ktérym powinna
si¢ mieSci¢ liczba przekroczen, przy zatozeniu, ze wybrany model prawidtowo
odzwierciedla badane zjawisko. Na rys. 1 pokazano, jak w miar¢ zwigkszania
proby dla kazdego z poziomow tolerancji zmniejsza si¢ szeroko$¢ przedziatu.
Warto jednak zauwazyc¢, ze zwigkszanie proby w coraz mniejszym stopniu prze-
ktada si¢ na zmniejszanie szerokoSci przedziatu.

5. Przedzialowa estymacja wartoSci zagrozonej

Estymacja wartoSci zagrozonej oraz oczekiwanego niedoboru jest zwykle
estymacja punktowa, czyli wynikiem jest konkretna warto§¢ liczbowa. Warto
zauwazy¢, iz w wypadku rozkfadu ciggtego prawdopodobiefistwo, Ze ocena punk-
towa parametru przyjmie warto§¢ réwng wartoSci szacowanego parametru, jest
rowne zero (Wawrzynek 2007). Alternatywnym rozwigzaniem jest estymacja
przedziatowa, w ktdrej oceng parametru nie jest konkretna wartos¢, ale pewien
przedzial, do jakiego z okreSlonym prawdopodobiefistwem nalezy szacowana
warto$¢ parametru (Ostasiewicz, Rusnak i Siedlecka 2011). Podstawowym poje-
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ciem dotyczacym estymacji przedziatowej jest przedziat ufnosci. Mozna go zdefi-
niowac jako taki przedziat (6,, 0,), ktory spetnia nastgpujgcy warunek:

PO, <6<6)=1-0q, @

gdzie 1 — a nazywane jest wspotczynnikiem ufnoS$ci. Im wartos¢ tego wspétczyn-
nika jest wigksza, tym szerszy jest przedziat ufnosci, a wigc mniejsza doktadno§¢é
estymacji parametru. Im warto$¢ 1 — a jest mniejsza, tym wigksza jest doktadno§¢
estymacji, ale réwniez tym wigksze prawdopodobiefistwo popetnienia btgdu.
Wybdr odpowiedniego wspétczynnika decyduje wigc o doktadnosci estymaciji
(wielkoSci ryzyka biedu), wigze si¢ zatem z konieczno$cig poéjScia na pewien
kompromis. W praktyce przyjmuje si¢ zazwyczaj wartosci: 0,99, 0,95 lub 0,90,
zaleznie od parametru.

W wypadku estymacji warto$ci zagrozonej lub oczekiwanego niedoboru esty-
macja przedzialowa moze by¢ przydatnym narzedziem do analizy ryzyka modelu,
a w szczegolnoSci ryzyka btedéw w oszacowaniu parametréw modelu powstatych
w wyniku zastosowania nieprawidtowej metody estymacji lub skoficzonej dtugosci
proby?. W literaturze przedmiotu przedstawiono dwa podejscia do estymacji prze-
dziatéw ufnosci dla miary VaR:

1) podejscie asymptotyczne (Duan i in. 2004), w ktérym wykorzystuje si¢ nie-
rowno$¢ Rao-Cramera 1 wrazliwo$¢ (delta method),

2) podejsécie, w ktorym wykorzystuje si¢ metod¢ bootstrapowg (Christoffersen
i Gongalves 2005; Pascual, Romo i Ruiz 2006).

Pierwsze podej$cie mozna nazwac¢ klasycznym, opiera si¢ na asymptotyczne;j
normalnosci rozktadéw estymatoréw. Zgodnie z tym zatozeniem:

VaR?~N(VaR?,d?), ®)
822 aVaR, _9VaR,

t - ae/ z ae 9 (6)
*InL(8,)T"

= ?

gdzie jako 0 oznacza si¢ zbiér parametrow modelu, a 63 to zmiennoS$¢ rozktadu.
W drugim podejSciu wykorzystuje si¢ szereg pierwotny do estymacji parame-
tréw modelu (np. modelu MGARCH), aby nastgpnie oszacowac standaryzowane
reszty z modelu. W kolejnym kroku generowane sg trajektorie procesu z wyko-
rzystaniem oszacowanych wcze$niej parametréw i reszt (w losowaniu ze zwra-

2 Na podstawie wyktadu nt. ,,Przedziatlowa estymacja VaR i ES w modelach klasy AR-GARCH”
wygtoszonego przez dra hab. Krzysztofa Piontka, prof. UE we Wroctawiu, podczas Seminarium
Katedry Inwestycji Finansowych i Zarzadzania Ryzykiem Uniwersytetu Ekonomicznego we
Wroctawiu (Wroctaw 2016).
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caniem). Dla kazdej trajektorii estymowane sg ponownie parametry modelu oraz
warto$¢ zagrozona. Gdy liczba trajektorii jest wystarczajgca, mozliwe jest oszaco-
wanie przedzialu dla wartoSci zagrozonej. Metode t¢ mozna réwniez zastosowac
do oszacowania przedziatu ufnoSci dla niedoboru oczekiwanego.

Dla jednowymiarowego szeregu czasowego r,, przy zatozeniu, ze model
AR-GARCH ma nastepujaca postac:

r=uw,(0,)+,/h,(0,)z,(05), @®)
przedzialowa estymacja wartoSci zagrozonej moze zostaé przeprowadzona wediug
nastepujacego schematu: o
1. Estymacja parametréw 0, 8, 6, modelu, np. poprzez wykorzystanie metody
najwiekszej wiarygodnoSci. Dla najprostszej postaci modelu AR-GARCH zbiorem
parametréw bedzie (110, a,o,a,p,v, )»).
2. Oszacowanie reszt standaryzowanych dla ¢ = 1, 2, ..., T za pomocg nastgpu-
jacego wzoru:
2 = llt
Z,=—F7, &)
Ch,
gdzie:

{i, — warunkowa warto$¢ oczekiwana,

h, — warunkowa wariancji.

Przy zatozeniu, ze zostanie zastosowany model AR-GARCH, wartosci te beda
oszacowywane w nastepujacy sposdb:

W=+ ,r, (10)
gdzie: r,_, — stopa zwrotu z poprzedniego okresu,
h=d+a(r,_ -0, Y+Bh, . (11
; [0}
= 12
Y1-a-p (12

3. Generowanie szeregu danych poprzez losowanie ze zwracaniem ze standa-
ryzowanych reszt z;‘(i ), bedacych nastepnie podstawg do generowania trajektorii
procesu AR-GARCH o parametrach 6 ,6,,6:

(i) i)
{rl el }izl AAAAA B’ 13)
=iy iy R0, (14)
7ox(i N A #(1 N ox( 0 2 a7 x(i
hf*(’)=w+a<r’(_|)—ur(_l)) +l3hz(-1)' 15)

4. Ponowna estymacja parametrow (3)’;( M,0:(), 6
trajektorii.
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5. Wyznaczanie prognozy zmiennoSci, kwantylu rozktadu oraz wartoSci zagro-
zonej dla kazdego zbioru parametréw 67, 65(1), (1),

Wyznaczanie na podstawie oszacowan VaR dystrybuanty empirycznej oraz
przedziatu ufnosci, co mozna przedstawi¢ za pomocg réwnan:

{Vary})..... VaRy®) (16)

T+1

#1VaR1") < x
* T+1
Qv (¥)= e =) i } (17)

01 (@ (3))- 4, 1 (@) (18)

Przedstawione podejScie powinno by¢ traktowane jako uzupelnienie estymaciji
punktowej przeprowadzanej w celu analizy bledu oszacowania wartoSci zagro-
zonej. Na bfad estymacji miary ryzyka ma wplyw zaréwno biad estymacji para-
metrow modelu, jak i kwantylu rozktadu warunkowego. Moze by¢ ono szczegdlnie
przydatne podczas stosowania bardziej ztozonych wielowymiarowych modeli,
kiedy liczebnos¢ proby jest ograniczona, poniewaz w takich sytuacjach niezwykle
istotna jest analiza ryzyka btedu estymacji. Podczas przeprowadzania procedury
wazne jest odpowiednie dobranie dtugoSci proby: dopasowanie jej do dtugoSci
préby dostepnych danych finansowych.

6. Miara ryzyka estymacji parametréw modelu VaR

Rozktad prognoz VaR, bedacy podstawa do oszacowania przedziatu ufnosci,
zostat przygotowany z wykorzystaniem metody bootstrapowej (Christoffersen
i Gongalves 2005, Pascual, Romo i Ruiz 2006). W przeprowadzonych badaniach
wykorzystano wspoétczynnik ufnosci na poziomie 0,95. Na podstawie gérnej
i dolnej granicy przedziatu (0, < 6 < 0,) obliczane sq dwa szeregi przekroczefi, co
mozna opisa¢ za pomocg nastepujacych wzorow:

Lr,, <-VaR,
I[ . — O t+1 ,:,91, (19)
Tl T Z_VaRr,r,B1
1,r ., <-VaR
Ls. =10 ! 7402 (20)
2 2T Z_VaRr,t,ﬁ2
Wykorzystujac szereg przekroczen, mozna obliczy¢ nastgpujacy przedzial:
T T T
(Z,‘_llr,el Z[ZII, Z,‘:]Ir,ez 21
T <— 7 <7 ; @n

gdzie: T — liczba wszystkich obserwacji.
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Szeroko$¢ przedziatu okreslona jest wzorem:

T T
e*:(zi=11t,el Z,‘=111,92>

T T

(22

Tak obliczona szeroko$¢ przedziatu jest porownywana do szerokoSci przedziatu
liczby przekroczen, ktéra zgodnie z testem Kupca nie daje podstaw do odrzucenia
modelu. Wspétczynnik jest obliczany zgodnie ze wzorem:

T T
<Zi:1lt,6] zi:1lt,62>

T T

o= X X 23)
T T
Iub tez w uproszczonej formie:
T T
YA S |
6=<z,=|xr,el_§{=1 1,92)’ (24)

gdzie:

x_ .. —minimalna liczba przekroczen zapewniajaca akceptacj¢ modelu zgodnie
z testem Kupca,

X, — Maksymalna liczba przekroczef zapewniajgca akceptacje modelu zgod-
nie z testem Kupca.

Miare & zdefiniowano wigc jako iloraz przedziatowej estymacji VaR (wyko-
rzystano wspoéiczynnik ufnoSci na poziomie 0,95) oraz szerokoSci przedziatu
wartoSci zagrozonej wynikajacej z minimalnej i maksymalnej liczby przekroczen
dla danego poziomu tolerancji i wielkoSci préb, aby model nie zostat odrzucony
na podstawie wynikéw testu Kupca. Przedziatowa estymacja VaR zostala przepro-
wadzona zgodnie z podejSciem, w ktérym wykorzystuje si¢ metode bootstrapowa,
zastosowang przez P.F. Christoffersena i S. Gongalves (2005) oraz L. Pascuala,
J. Roma i E. Ruiz (2006). Im warto$¢ zaproponowanego wspotczynnika jest
mniejsza, tym wigksza precyzje wykazuje model. Wysoka warto§¢ wskaznika
moze oznaczaé, ze ryzyko estymacji parametréw modelu jest znaczne, zwery-
fikowanie modelu za pomoca testéw statystycznych nie powinno wéwczas by¢
podstawa do jego wdrozenia.

7. Badania empiryczne

W ramach przyktadu obrazujacego zastosowanie zaproponowanej miary
ryzyka modelu przeprowadzono badania na danych historycznych z portfela
sktadajacego si¢ z siedmiu instrumentéw: trzech instrumentéw z rynku towaro-
wego (kontraktéw terminowych na ztoto, srebro, rope naftowa typu brent), trzech
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par walutowych zwiazanych z dolarem amerykafiskim (EURUSD, USDGBP,
USDIJPY) oraz kontraktu na 10-letnie obligacje emitowane przez Stany Zjedno-
czone. Badanie zostato przeprowadzone na danych z okresu od 14 czerwca 1996 r.
do 15 lipca 2016 r. (z 5000 sesji gietdowych). Podzielono je na prébe uczacy si¢
oraz testowg dla pierwszej prognozy w nastepujacy sposob: dane dotyczace okresu
od 14 czerwca 1996 r. do 28 kwietnia 2008 r. (3000 sesji gietdowych) stanowitly
poczatkowa prébe uczaca, a dane dotyczace okresu od 30 kwietnia 2008 r. do
15 lipca 2016 r. (2000 sesji gietdowych) — prébe testowa, dla ktérej sporzadzono
prognozy wartosci zagrozonej. Na rys. 2 przedstawiono proste stopy zwrotu
z otrzymanego portfela.

5 ‘ | | | 1 \ll \

-2

-4

-6
13.06.1996 23.02.2003 4.11.2009 16.07.2016

Rys. 2. Proste stopy zwrotu z portfela 7-sktadnikowego o réwnych wagach

Zrédto: opracowanie wlasne.

Analizie poddano trzy modele:

— model warto§ci zagrozonej, w ktérym wykorzystano rozktad normalny
(metode wariancji i kowariancji) (Rokita 2004),

— model warto$ci zagrozonej z wykorzystaniem modelu AR-GARCH - zato-
zono warunkowa macierzy kowariancji (Bollerslev 1987) oraz rozklad normalny
jako rozkfad reszt,

— model warto$ci zagrozonej, w ktérym wykorzystano model SV (stochastic
volatility) — w tym wypadku réwniez zatozono warunkowg macierzy kowariancji
(Taylor 1994) oraz rozktad normalny jako rozkfad reszt.

W przedstawionym przyktadzie analizowano jedynie warto§¢ zagrozong
z przedziatem ufnoSci 0,95. W pierwszej kolejnoSci na podstawie sporzadzonych
prognoz wartoSci zagrozonej zostaly przeprowadzone testy szeregu przekroczen,
m.in. test Kupca (Kupiec 1995), test Christoffersena (Christoffersen 1998), test
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LR (Campbell 2005). Dla kazdego modelu obliczono dodatkowo warto$¢ trzech
funkc;ji straty: funkcji Lopeza (Lopez 1998), Mohameda (Mohamed 2005), Sarmy-
-Thomas-Shaha (Sarma, Thomas i Shah 2003), oraz przeprowadzono testy zgod-
noSci empirycznego rozktadu reszt z modelu z zalozonym: testy Ljunga-Boksa
(test niezaleznoSci reszt), Engle’a (Engle 1982) — efekt ARCH — lub Pearsona (test
zgodnoSci rozktadu).

Wyniki przeprowadzonych badah przedstawiono w tabelach 2—4. Warto
podkreslié, ze model, w ktérym zalozono proces stochastycznej wariancji SV,
wypadt Zle jedynie w testach Engle’a i Pearsona — podczas przeprowadzenia pozo-
statych testéw nie bylo podstaw do odrzucenia tego modelu. Pozostate modele
powinny zosta¢ odrzucone na podstawie testu LR. Jezeli do wyboru wtasciwego
modelu zostaty zastosowane jedynie testy statystyczne, to jako najlepszy powinien
zosta¢ wybrany wtasnie model stochastycznej wariancji, estymowany zgodnie
z podejSciem bayesowskim.

Tabela 2. Miary i kryteria oceny modelu

Wyszczegélnienie Wielowymiarowy| g GARCH SV
rozkfad normalny
Wspdtezynnik ufnosci 0,95 0,95 0,95
préba 2001 2001 2001
liczba przekroczefi 105 108 116
Przekroczenia | Procentowy udziat 5,25 5,40 5,80
przekroczen
oczekiwana liczba 100 100 100
przekroczeh
warto$¢ statystyki 0,25 0,65 2,55
testowe]j
Test Kupca p-value 0,6144 0,4205 0,1102
wynik testu brak podstaw brak podstaw brak podstaw
do odrzucenia do odrzucenia do odrzucenia
warto$¢ statystyki 1,11 0,25 0,26
) testowe;j
Test Chris- 1 7 ue 0,2915 0,6190 0,6120
tofersena
wynik testu brak podstaw brak podstaw brak podstaw
do odrzucenia do odrzucenia do odrzucenia
statystyka 176,40 142,55 140,09
Test LR p-value 0,0000 0,0145 0,0634
wynik testu odrzucenie odrzucenie brak podstaw
do odrzucenia

Zrédto: opracowanie wlasne.
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Tabela 3. Funkcje straty

Aleksander R. Mercik

P Wielowymiarowy AR(1)-
Wyszezegblnienie rozktad normalny | -GARCH(1,1) SV
Wspdtezynnik ufnosci 0,95 0,95 0,95
Lopez 0,0525 0,0540 0,0580
Funkcje straty | Mohamed 0,0411 0,0229 0,0251
Sarma-Thomas-Shah 0,0042 0,0042 0,0041
Zrédto: opracowanie wiasne.
Tabela 4. Testy zgodnoSci empirycznego rozktadu reszt z modelu z zalozonym
Wyszczegélnienie Wielowymiarowy | \p GARCH Y
rozkfad normalny
Préba 5000 5000 5000
. p-value 0,7227 0,2974 0,2398
Test Ljunga-Boksa -
(1 op6Znienie) wynik testu: brak podstaw brak podstaw brak podstaw
do odrzucenia do odrzucenia do odrzucenia
. p-value 0,9191 0,3959 0,4798
Test Ljunga-Boksa -
(2 op6znienia) wynik testu brak podstaw brak podstaw brak podstaw
do odrzucenia do odrzucenia do odrzucenia
. p-value 0,6167 0,1818 0,3056
Test Ljunga-Boksa -
(5 op6znief) wynik testu brak podstaw brak podstaw brak podstaw
do odrzucenia do odrzucenia do odrzucenia
. p-value 0,9036 0,4565 0,5768
Test Ljunga-Boksa -
(10 opéznief) wynik testu brak podstaw brak podstaw brak podstaw
do odrzucenia do odrzucenia do odrzucenia
p-value 3,35E-11 0,3910 0,0021
Test Engle’a - - -
(1 op6Znienie) wynik testu odrzucenie brak podstaw odrzucenie
do odrzucenia
Test Engle’a p-value 0,0000 0,0338 0,0005
(2 opéznienia) wynik testu odrzucenie odrzucenie odrzucenie
Test Engle’a p-value 0,0000 0,0035 0,0000
(5 op6znief) wynik testu odrzucenie odrzucenie odrzucenie
Test Engle’a p—value 0,0000 0,0018 0,0000
(10 op6znien) wynik testu odrzucenie odrzucenie odrzucenie
p-value 6,67E-17 0,0000 0,0180
Test Pearsona - - - -
wynik testu odrzucenie odrzucenie odrzucenie

Zrédto: opracowanie wlasne.
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W nastepnej kolejnoSci oszacowano warto$ci parametru 0, ktéry zgodnie
z przedstawionymi rozwazaniami mozna zinterpretowac jako relacje empirycz-
nego rozstepu przekroczen obliczonego na podstawie przedzialowej estymacji
VaR do szerokoSci przedziatu zdeterminowanego przez statystyke testu Kupca.
W tabeli 5 zaprezentowano wyniki pomiaru ryzyka estymacji parametréw. Para-
metr O jest znacznie wyzszy dla modelu SV, poniewaz zaktada sig, ze proces
wariancji réwniez zawiera element losowy oraz ze procedura estymacji jest
bardziej skomplikowana ze wzgledu na konieczno$¢ wykonania wielu symulaciji.
W wypadku dwéch pozostalych metod wariancja, na podstawie ktérej sporza-
dzana jest prognoza wartoSci zagrozonej, jest albo stata, albo jest procesem deter-
ministycznym.

Tabela 5. Pomiar ryzyka estymacji parametréw

P Wielowymiarowy AR(1)-
Wyszczegdlnienie rozktad normalny | -GARCH(L,1) SV
Wspétezynnik ufnosci 0,95 0,95 0,95
préba 2001 2001 2001
liczba przekroczefi 105 108 116
Przekroczenia | Procentowy udziat 5,25 5,40 5,80
przekroczen
oczekiwana liczba 100 100 100
przekroczen
przekroczenia 110 120 227
(niedoszacowanie)
procentowy udziat 5,50 6,00 11,34
przekroczen
przekroczenia 99 102 53
(przeszacowanie)
Estymacja procentowy udziat 4,95 5,10 2,65
przedziatowa |przekroczen
Srednia szerokoS¢ 0,1131 0,0596 0,9279
standaryzowanego
przedziatu
T x 0* (liczba prze- 11 18 174
kroczen)
) 0,29 0,47 4,55

Zrédto: opracowanie wiasne.

Po przeanalizowaniu wynikéw mozna stwierdzi¢, ze mimo iz model SV, ktory
dobrze wypadatl w klasycznych testach VaR, daje zadowalajgce prognozy, mozliwy
do zaakceptowania jest takze model AR-GARCH. Miara § jest w tym wypadku
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niewiele wigksza niz w wypadku prostego modelu opartego na wielowymiarowym
rozktadzie normalnym i znacznie mniejsza niz w wypadku modelu stochastyczne;j
wariancji. & o wartoSci 4,55 oznacza, ze szeroko$¢ estymacji przedziatowe;j jest
prawie pieciokrotnie wigksza niz przedzial wyznaczony na podstawie przeprowa-
dzenia testu Kupca. Oznacza to, ze btad wynikajacy z ograniczonej préby i postaci
modelu jest tak duzy, iz zastosowanie klasycznych testéw statystycznych podczas
analizy szeregu przekroczen daje mato wiarygodne wyniki. Dodatkowo w modelu
AR-GARCH uwzglednia si¢ autokorelacje kwadratow reszt, co potwierdzaja
wyniki testu Engle’a, nizsze sg takze wartoSci funkcji straty — niskie wartosci
funkcji straty §wiadczg o dobrym dopasowaniu modelu.

8. Zakonczenie

Ryzyko estymacji modelu w finansach jest szczegdlnie istotne m.in. ze wzgledu
na ograniczong liczb¢ danych historycznych. Modele pomiaru ryzyka stosowane
w praktyce nie powinny by¢ bardziej ztozone, niz to potrzebne, np. nie powinny
mie¢ zbyt duzej liczby parametréw. Parametry tych modeli nie mogg by¢ takze
zbyt trudne do estymacji. Stosowanie si¢ do tych zasad stuzy ograniczeniu ryzyka
estymacji parametréw. Btad w oszacowaniu parametréw, oprécz tego, ze moze
wynikaé ze skoficzonej dtugoSci préby, moze réwniez by¢ skutkiem przyjecia
nieprawidtowej metody estymacji (np. wykorzystania metody nieuwzgledniajacej
wystepowania obserwacji nietypowych lub dokonania estymacji parametréw
nieuwzgledniajacych niestacjonarnoSci szeregéw czasowych). Z tego wzgledu
nalezy zweryfikowa¢ model w momencie tworzenia go i przeprowadzi¢ wéwczas
analize ryzyka modelu.

Celem pracy bylo zaproponowanie miary ryzyka estymacji parametréw modelu
warto$ci zagrozonej na podstawie estymacji przedziatowej. Miarg 6 zdefiniowano
jako iloraz przedziatowej estymacji VaR (wykorzystano wspoétczynnik ufnosci
na poziomie 0,95) oraz szerokoSci przedziatu wartoSci zagrozonej, wynikajacy
z minimalnej i maksymalnej liczby przekroczen dla zadanego poziomu tolerancji
i wielkoSci préb niepowodujacych odrzucenia modelu na podstawie testu Kupca.
Przedziatowa estymacja VaR zostata przeprowadzona zgodnie z podejSciem,
w ktérym wykorzystuje si¢ metode bootstrapowa, zastosowang przez P.F. Chris-
toffersena i S. Gongalves (2005) oraz L. Pascuala, J. Roma i E. Ruiz (2006).

Im warto§¢ zaproponowanego wspdtczynnika byta mniejsza, tym wigksza
precyzje wykazywat model. Duza warto§¢ wskaznika moze oznaczad, ze ryzyko
estymacji parametréw modelu jest znaczne, samo przeprowadzenie testow nie
powinno wigc by¢ podstawa do wdrozenia modelu. Im wigksza jest dtugos¢
szeregu przekroczen (im wigksza préba wykorzystana do testu), tym mniejsza
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jest szeroko§¢ przedziatu, w ktérym powinna si¢ miescié liczba przekroczen,
przy zatozeniu, ze wybrany model prawidfowo odzwierciedla badane zjawisko.
Miar¢ mozna zastosowaé rowniez do wyznaczania liczby danych historycznych
niezbg¢dnej do poprawnego przeprowadzenia walidacji modelu. Z tego wzgledu
dalsze badania zwigzane z tematyka przedstawiong w pracy beda dotyczyly zapro-
jektowania metody utatwiajacej dobdr wtasciwej proby w zaleznoSci od maksy-
malnego poziomu ryzyka estymacji parametréw modelu.
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Model Risk for Value at Risk
(Abstract)

Value at risk is one of the most common measures of financial risk. There are many
approaches to validating value-for-value models. In addition to ex post tests, ex ante
models must also be validated. The risk of model estimation is particularly impor-
tant in finance due to the limited number of historical data that is available to estimate
the parameters. The aim of this paper is to propose a measure of the risk of estimating
the VaR model based on the interval of the value at risk.

Keywords: value at risk, interval estimation, model risk, estimation risk of model
parameters.



