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Zbieznos¢ stochastyczna ciggow
wektorow losowych’

Streszczenie

W artykule zaproponowano uogdlnienie na przypadek wielowymiarowy dwoch twier-
dzen, znanych dla zmiennych losowych jednowymiarowych, dotyczacych zbieznoSci
stochastycznej, czyli zbieznoSci wedtug prawdopodobiefistwa. Uogdlnianymi twierdze-
niami sg stabe prawa wielkich liczb Markowa i Chinczyna. Wynika z nich, ze przy odpo-
wiednich zalozeniach ciag Srednich arytmetycznych wektoréw losowych jest stochastycz-
nie zbiezny do $redniej arytmetycznej ich wartoSci oczekiwanych. W przeprowadzonych
dowodach wykorzystano ,,tagczne momenty rozktadéw prawdopodobiefistwa wektorow
losowych” zaproponowane we wczesniejszych pracach autora. Opieraja si¢ one na defini-
cji potegi wektora w przestrzeni z iloczynem skalarnym.

Stowa kluczowe: potega wektora, moment rozktadu prawdopodobienstwa, wektor losowy,
zbieznoS¢ stochastyczna.
Klasyfikacja JEL: C02, C10, C18, C32.

1. Wprowadzenie

W pracach [Tatar 1993, 1996b] zaproponowano odmienne od wczesSniej stoso-
wanego podejScie do opisu wielkoSci losowych o charakterze wektorowym,
tj. podejscie, w ktérym charakterystyki rozktadéw prawdopodobiefistwa tych wiel-
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kosci (w szczegdlnoSci ich momenty) sg rzeczywiscie charakterystykami wektoréw
losowych nie za$ — jak to ma miejsce w ujeciu klasycznym — jednowymiarowych
zmiennych losowych bedacych funkcjami wspéirzednych badanych wektoréw.
Punktem wyjScia prowadzonych w przywotanych pracach rozwazan byto zdefi-
niowanie nowego pojecia, jakim jest potega wektora w przestrzeni euklidesowe;j
(lub ogdlniej: w przestrzeni Hilberta). Umozliwito ono sformutowanie definicji tzw.
momentow tacznych (zaréwno zwyczajnych, jak i centralnych) rozktadéw prawdo-
podobiefnistwa wektoréw losowych.

W wielu kolejnych pracach uogélniono na przypadek wielowymiarowy m.in.
takie pojecia, jak wspoétczynnik korelacji [Tatar 2008a], momenty absolutne [Tatar
2001], miary zaleznoSci [Tatar 2008b], miary asymetrii [Tatar 2000], funkcje
charakterystyczne oraz pétniezmienniki [Tatar 2004, 2006], rozktady warunkowe
[Tatar 2009], regresja liniowa [Najman i Tatar 2010, Budny i Tatar 2012], czy
wreszcie kurtoza oraz eksces [Budny 2009, Budny i Tatar 2009]. Sformutowano
1 udowodniono takze wielowymiarowe wersje niektérych znanych w literaturze
probabilistycznej twierdzefi, np. nieréwno$¢ Czebyszewa [Tatar 1996a, Osiewalski
i Tatar 1997, 1999, Budny 2014a, b], nieréwno$§¢ Lapunowa [Tatar 2002] czy
wybrane stabe prawa wielkich liczb [Tatar 2003]. Zaproponowane taczne charak-
terystyki wielowymiarowych rozktadéw prawdopodobiefistwa wykorzystano
takze w opisie i badaniu wielkoSci ekonomicznych i finansowych [Tatar 2013,
Budny i Tatar 2014, Budny, Szklarska i Tatar 2014].

W niniejszej pracy zaproponowano i udowodniono uogdlnienie na przypadek
wektoréw losowych kolejnych dwéch twierdzen z grupy stabych praw wielkich
liczb, czyli tych, ktére mowig o stochastycznej (tj. wedtug prawdopodobienstwa)
zbieznosci ciggéw wektoréw losowych. Beda to uogdlnienia twierdzen Markowa
i Chinczyna. Ich postaci dla zmiennych losowych jednowymiarowych mozna
znalez¢ np. w pracach [Feller 1969, Fisz 1969, Plucifiska i Plucifiski 2000].

2. Podstawowe pojecia

Niech dana bedzie przestrzefi wektorowa (R”,R,+,'), w ktérej okreSlono
klasyczny (euklidesowy) iloczyn skalarny postaci (+|+): R" X R" — R.

Definicja 1 [Tatar 1993, 1996b]. Potega stopnia k, gdzie k € Ny= N U{0},
wektora v € R” nazywamy wielko$é v* okreSlong nastepujaco:

=1

oraz
vE=loy,  dlak nieparzystej

vi= (vk’l‘v), dla k #0 A k parzystej
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Z powyzszej definicji wynikaja w szczegdlnoSci nastegpujace wiasnosci:

(w.1) VvER", k€ Ny k parzysta=1"E€R,

(w.2) YvER", k € N:k nieparzysta=1"€R".

Jak wspomniano we wprowadzeniu, pojgcie potegi wektora pozwolito zdefi-
niowa¢ momenty wielowymiarowego rozktadu prawdopodobiefistwa.

Niech zatem (R, S, P) bedzie przestrzenig probabilistyczng oraz niech
E=(§,&5,...,§,):Q— R" bedzie n-wymiarowym wektorem losowym o warto-
S§ciach w R".

Definicja 2 [Tatar 1993, 1996b]. Dla dowolnej liczby k€ N, tacznym
momentem zwyktym rzgdu k wektora losowego & nazywamy warto$¢ oczekiwang
my = E(EY), jezeli E(\ EF \) < +o0.

W szczegllnosci: mg=1,my = (my(1), m ), ..., My(y)), My = IZ; My ;).

Symbolem m,;)(r€N,i=1,...,n) oznaczamy w powyzszych formutach
moment zwykly rzgdu r w rozkladzie brzegowym jednowymiarowej zmiennej
losowe;j &,.

Prawdziwe sg implikacje:

(w.3) jezeli k jest liczbg parzysta, to m; € R,

(w.4) jezeli k jest liczbg nieparzysta, to m; € R".

Definicja 3 [Tatar 1993, 1996b]. Momentem centralnym fgcznym rzedu
k,(k € Ny) wektora losowego & nazywamy wartos¢ oczekiwang w, = E(E —m, )k ]
jezeli spetniona jest nier6wno§¢ £ (H E—m, Hk) < +o0.

W szczegblnosci otrzymujemy: w, =0€ R", u, = >, Wa(i) -

i=1

Symbolem p, ;) oznaczyliSmy moment centralny rz¢du drugiego w rozktadzie
jednowymiarowej zmiennej losowej ;.

Centralny moment faczny rze¢du drugiego nazywamy wariancja tgczng
wektora losowego § i oznaczamy przez o”(E) lub Varg. Jest zatem: 0”(§)=u, =

= Wo(i)= > ol gdzie o’ (i=1,...,n) oznacza wariancj¢ rozktadu zmiennej
i=1 i=1

brzegowej ;.

Warto podkredlié, ze przy przyjetych definicjach zachodzi réwnoS¢: 02(2) =
=m,—mj.

Pierwiastek kwadratowy z wariancji facznej nazywamy facznym odchyleniem
standardowym rozktadu wektora losowego & i oznaczamy przez o(&). Jest wigc

n 172
o(8)=y/o(8) = Farg =20t
Inne wprowadzone wczesniej pojecia, konieczne do zrozumienia prowadzo-

nych w niniejszej pracy rozwazan, zostang przypomniane bezpoSrednio przed
prezentacja gtéwnych rezultatow.
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3. Uogdlnione wersje stabych praw wielkich liczb

3.1. Uwagi ogoélne

Na poczatku rozwazafi przypomnimy pojecie stochastycznej zbieznoSci ciggu
wektoréw losowych (inaczej: zbieznosci wedtug prawdopodobiefistwa), dla ktérego
rezerwujemy symbol ,, 7.

Niech zatem §,,&: Q — R, n=1,2,3,..., bedg wektorami losowymi oraz niech
c,€R’,n=1,2,3,...,oraz cER’.

Definicja 4 (stochastyczna zbiezno$¢ ciggu wektoréw losowych):
a) g, —~ O@V8>0:}L@0P<‘ g, >8>=0,

DE —~E=E,~E—0,

9E,——¢,28,—¢,——0,

DE,—L>col, —c—L—0.

3.2. Uogoélnione prawo Markowa

W dowodzie uogdlnianego twierdzenia wykorzystamy wielowymiarowa wersj¢
nieréwnos$ci Czebyszewa.

Twierdzenie 1 [Osiewalski i Tatar 1999]. Dla wektora losowego &:Q — R’
o skoficzonym drugim momencie zwyczajnym oraz dla dowolnej liczby rzeczywi-

stej >0 zachodzi nier6wnos¢ P[H E-m(§) H >r- O(E)] < %

Teze twierdzenia 1 mozna takze zapisac inaczej: Ve >O0: P[H E-m\(E) H > s] <
o’(8)

2
€

Twierdzenie 2 (uogdlnione stabe prawo wielkich liczb Markowa). Niech
ExQ—R'(k=1,2,3,...) bedzie ciagiem s-wymiarowych wektoréw losowych
o wartosciach oczekiwanych m(&, ) oraz wariancjach Var g, spetniajacych warunek

Var( Z Ek) = 0(112). Woéwczas: %z (Ek - m(gk)) -2 .0.
k=1 fa]
Uwagi:
a) ZaIOZeIliC Var( Z §k>=0(n2) OZnaCZa, Ze }LH;IO# z Var%k — 0’
k=1 =

b) tez¢ twierdzenia mozna takze zapisaé nastgpujaco:

%i%k—p’%im(gk)
k=1 k=1
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lub

n

3 (g-m(2))

Vs>0:}£rgP <eg|=1.

Dowéd. Okreslmy nowy ciag {n,} wektoréw losowych postaci 1, =%Z g,
dlan=1,2,3,... Warto$¢ oczekiwana kazdego wektora 1), jest postaci: =

m(n,)= E(n,) = % E(E) =7 3 m().

Wykorzystujac powyzsze ustalenia oraz uogélniong nieréwno$¢ Czebyszewa (por.
twierdzenie 1), otrzymujemy — dla dowolnego € > 0 — nastepujacy ciag zaleznosci:

| & e = ||| 5 S a7 e o]
Va5 (& -m()| Vol Za- Em)
:P[H(m—M(m)) HZE]— o2 = = 82,;2:1 =
Var Zn:gk] n
=#=_2 _Z'VarkZ::lEk

i |35, 6z =0
czyli takze
0 [P ORIEN

a wigc zadana teze.
Innymi stowy, wykazaliSmy stochastyczng zbieznoS¢ ciagu {%z Ek} d
n k=1

wektora %kz_l m(Ey).

3.3. Uogélnione prawo Chinczyna

W tej czesci pracy wykorzystamy uogdlniong (wielowymiarowg) postaé funkcji
charakterystycznej rozktadu prawdopodobiefistwa zaproponowang w pracy [Tatar
2004].

Definicja 5 [Tatar 2004]. Laczng funkcja charakterystyczng wektora losowego
E:Q — R'nazywamy funkcje ¢: R — C postaci V¢ € R: ()= E(e'"%).
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Wystepujaca w powyzszej definicji wektorowg potege dodatniej liczby rzeczy-

wistej a rozumiemy (por. takze [Tatar 2004]) jako kazde odwzorowanie postaci:
d:VXR,—R,

spetniajace warunki:

(i) d(e,,a)=1,

(i) Vv,weV:d(v+w,a)=d(v,a)-d(w,a),

(iti) Vv eV, k€ R:d(k-v,a)=[d(v,a)],

(iv) Vv,weV:d(w,d(v,a))= a"™)

W dowodzie gtéwnego w tej czeSci pracy twierdzenia uzyteczne takze beda
nastepujace dwa lematy.

Lemat 1. Niech dany bedzie wektor losowy &:Q — R* o funkcji charaktery-
stycznej ¢z. Niech ponadto a € R oraz v, < R’. Wéwczas funkcja charaktery-

_ it

styczna wektora losowego y =a-E+v, jest postaci @, (#)=e""" g (a-1).
Dowod. Wykorzystujac przypomniang powyzej definicj¢ 5 oraz wlasnoSci
warto$ci oczekiwanej, otrzymujemy:

cpn(t)=E(e’""“)=E(e""(”'§*”0))=E(e’""”'g~ei"'””)=e""“0»E(e"'<”">'§)=e"”0»cpg(crt).
Lemat 2. Niech dane beda niezalezne wektory losowe &,,&,,...,§,:Q— R’
o funkcjach charakterystycznych @¢ , @c,, ..., @¢, . Niech ponadto a;, a,,...,a, € R.
W(’)wczasn funkcja charakterystyczna wektora losowego y = ZH: a;-§; jest postaci
@ (1)=Los(a1).
Dowdd. Z wihasnoSci dziatania okre§lonego w definicji 5 mamy:
cpy(t)zE(ei-r-(alv§]+a2£2+...+an-§"))=E(@ivr-al-gl el et gt ant)

Korzystajac nastepnie z niezalezno$ci wektoréw &, €, otrzymujemy:

(1) = B 50). B %) B(e" %) = g () (2 1) oo, (1),
czyli zadang tezg.
Przechodzimy do sformutowania oraz dowodu twierdzenia bedacego gtéwnym
wynikiem tej czgSci pracy.

Twierdzenie 3 (uogdlnione stabe prawo wielkich liczb Markowa). Niech
EnQ— R (k=1,2,3,...) bedzie ciagiem niezaleznych s-wymiarowych wektoréw
losowych o jednakowych rozktadach z warto$cig oczekiwang m= E(E; )= const.
Wéwcezas:

1 n
ﬁz Bk Fm.
k=1
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Dowdd. Niech ¢ oznacza funkcje charakterystyczng wektora losowego §; —m
(takg sama dla wszystkich k=1,2,3, ...).
W tej sytuacji — wobec lematéw 1 i 2 — funkcja charakterystyczna wektora

losowego 1, = % > (& —m) jest postaci:

_ anal )=l E0)]"

Korzystajac z rozwinigcia funkcji ¢ w punkcie %4 w szereg Maclaurina,
otrzymujemy:

, ¢ A4
@l 1)=[0(0)+@(0)  +ol )]
Z kolei, wobec wtasnoSci funkcji charakterystycznej ¢ oraz jej pierwszej
pochodnej @' mamy:
, ¢ L]
@)= 1+ E(- (&= m) gy +ol )]

czyli

17

(Pn,n(t)z[l"'O(%)] ’

a wiec takze
Ing,_,( t)=n-ln[1+0(%>].

Wykorzystujac powtdrnie rozwiniecie funkcji w szereg Maclaurina (tym razem
funkcji /(z)=1In(1+2z), czyli In(1+ z) =z +o(z)), otrzymujemy:

lncpn,n(t)=n-[0<%)].
Stad

limInc,, (1) =fimn-[o(55)]=0.
czyli takze
lim ¢, ,(7)=1.

n—oo

Skoro ciag funkcji charakterystycznych {cpn,”(t)} zmierza do funkcji charak-
terystycznej rozkadu jednopunktowego skoncentrowanego w zerze, wigec ciag
dystrybuant wektoréw losowych {n,} jest zbiezny do dystrybuanty tego rozktadu
(jednopunktowego skoncentrowanego w zerze). Wynika stad, Ze cigg wektoréw
losowych {§; —m} jest stocgastycznie (tzn. wedtug prawcniopodobieﬁstwa) zbiezny

do zera. Oznacza to, ze %kz (Ex—m) P~ 0, czyli %kz_l g, —— m. Otrzyma-

=1
liSmy wigc teze dowodzonego twierdzenia.
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4. Podsumowanie

W pracy zaproponowano uogdlnienie na przypadek wielowymiarowy dwdéch
twierdzen (znanych dla zmiennych losowych jednowymiarowych) dotyczacych
zbieznosci stochastycznej, czyli zbieznosci wedtug prawdopodobiefistwa, tj. stabych
praw wielkich liczb Markowa i Chinczyna. Twierdzenia te orzekaja, Ze jezeli ciag
wektorow losowych spetnia stosowne zatozenia, to cigg ich Srednich arytmetycz-
nych jest zbiezny wedtug prawdopodobiefstwa do §redniej arytmetycznej ich
warto$ci oczekiwanych. W przeprowadzonych dowodach wykorzystano ,,}aczne
momenty rozktadéw prawdopodobienstwa wektorow losowych”, ktére — dzigki
nowemu podej$ciu — sg rzeczywiscie charakterystykami wektoréw losowych nie
za$ jednowymiarowych zmiennych losowych bedacych funkcjami wspétrzednych
badanych wektoréw.
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Stochastic Convergence of Sequences of Random Vectors
(Abstract)

The paper presents a multidimensional generalisation (known for one-dimensional
random variables) of two theorems regarding stochastic convergence — that is, convergence
by probability. The generalised theorems are Markov’s and Chinchyn’s weak laws of
great numbers. Both lead to the theory that, with the appropriate assumptions, a sequence
of arithmetic averages of the random vectors converges their expected values to the
arithmetic average. The proof for this thesis uses ,,whole moments of the multidimensional
probability distribution”, which the author has proposed elsewhere. Their basis is
a definition of the power of a vector in a space with a scalar product.

Keywords: power of vector, moment of probability distribution, random vector, stochastic
convergence.



