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Karty kontrolne sum
skumulowanych z mozliwoScia
akceptacji procesu. Przeglad
podstawowych narzedzi

Streszczenie

Celem artykutu jest przeglad oraz analiza podstawowych kart kontrolnych sum
skumulowanych, umozliwiajacych akceptacje lub dyskwalifikacje badanego procesu
produkcyjnego. W literaturze przedmiotu mozna spotka¢ dwa rodzaje kart kontrolnych
umozliwiajacych akceptacje procesu — karty kontrolne Shewharta oraz karty kontrolne
sum skumulowanych. Obydwie moga by¢ wykorzystywane przez menedzeréw jakoSci
lub menedzeréw finansowych w trakcie monitorowania lub audytu procesu. W artykule
oméwiono wybrane procedury kontrolne oraz przedstawiono przyktady zastosowania
opisanych rozwigzan.

Stowa kluczowe: statystyczna kontrola jakoSci, statystyczne sterowanie procesami, karty
kontrolne akceptacji, karty kontrolne sum skumulowanych.
Klasyfikacja JEL: C12, C19, C44, L15.

1. Wprowadzenie

W gospodarce wolnorynkowej bardzo wazna jest mozliwo$¢ monitorowania pro-
ceséw ekonomicznych z punktu widzenia poziomu ich stabilnosci. W XX w. w dobie
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dynamicznie rozwijajacego si¢ przemystu i produkcji seryjnej podstawowym zada-
niem byta mozliwo$¢ niezwlocznej identyfikacji momentu rozregulowania procesu
produkcyjnego. Niezwykle pomocne w tym zakresie byty stworzone w 1924 r.
przez Waltera Shewharta (1891-1967) karty kontrolne. Umozliwily one tatwa
i szybka identyfikacj¢ momentu rozregulowania procesu i podjgcie koniecznej
regulacji agregatu produkcyjnego. Procedury kontrolne zaproponowane przez
W. Shewharta opieraty si¢ na klasycznej teorii weryfikacji hipotez statystycznych'.
Podobng rol¢ odegraty réwniez karty kontrolne sum skumulowanych, oparte na
sekwencyjnej weryfikacji hipotez statystycznych, ktérej podstawy sformutowane
zostaly w pracach Abrahama Walda (1902—-1950). Rozwdj technik sum skumu-
lowanych zawdzigczamy E.S. Page’owi z Uniwersytetu Cambridge, autorowi
artykutu opublikowanego w czasopi$mie ,,Biomertika” w 1954 r. (zob. [Page
1954, s. 100—115]). Publikacja ta ukazata si¢ 9 lat po publikacji A. Walda [1945,
s. 117-186]. Podejscie prezentowane przez A. Walda, a nastgpnie E.S. Page’a
stato w opozycji do klasycznego podejScia do weryfikacji hipotez J. Neymana
1 E. Pearsona [Neyman i Pearson 1933, s. 289-337]. Wspdlna cechg kart kontrol-
nych Shewharta i kart kontrolnych sum skumulowanych — w ich pierwotnej postaci
— jest to, ze umozliwiajg jedynie rejestracje sygnatéw Swiadczacych o destabili-
zacji (rozregulowaniu) procesu. Nie pozwalajg natomiast na akceptacj¢ badanego
procesu, czy inaczej, stwierdzenie, ze jest on uregulowany. Wigze si¢ to z tym,
ze procedury te w pierwotnej formie zaktadaty tylko ryzyko zbednej regulacji
procesu (o) — okreSlane w statystyce prawdopodobienstwem btedu pierwszego
rodzaju. Pomijane lub tez zerowane jest ryzyko biedu drugiego rodzaju (f).
Efektem tego jest mozliwo$¢ stwierdzenia rozregulowania procesu lub ogloszenia
braku podstaw do odrzucenia hipotezy o jego uregulowaniu. Obecnie wazna staje
si¢ nie tylko tolerancja przebiegu procesu, ale rowniez mozliwos¢ jego akceptaciji.
Stad tez powstaly opracowania przedstawiajace modyfikacje klasycznych narzedzi
1 metod weryfikacji proceséw. Dotyczyty one zaréwno kart kontrolnych Shewharta
(zob. [Iwasiewicz 1985, s. 57-86, 159-163; 1999, s. 239-242; 2001, s. 35-38; Major
2015b, s. 223-238], a takze [PN-ISO 7966: 2001]), jak i kart kontrolnych sum
skumulowanych (zob. [Major 1997, s. 47-54; Iwasiewicz 2008-2009, s. 71-90;
2011, s. 213-245; Major 2015a, s. 25-43; 2015b, s. 223-238]). O ile zmodyfiko-
wane karty kontrolne Shewharta zostaly juz obszernie opracowane, o tyle ciggle
za mato jest opracowan poS§wigconych zmodyfikowanym procedurom sum
skumulowanym. Moze to wynika¢ z tego, ze wielu badaczy i uzytkownikéw
btednie postrzega procedury sum skumulowanych jako narzedzia trudniejsze
do zrozumienia, a tym samym do stosowania. Nie zmienia to jednak faktu, ze
pomimo pozornej komplikacji, dajg one w wielu sytuacjach lepsze rezultaty niz

' Pod pojeciem klasycznych procedur weryfikacji hipotez statystycznych nalezy rozumieé
procedury zaproponowane przez Jerzego Sptawe Neymana oraz Egona Pearsona.
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karty kontrolne Shewharta. Ponadto, procedury sekwencyjne w wielu przypad-
kach generuja znacznie mniejsze koszty kontroli niz ich odpowiedniki oparte na
kartach kontrolnych Shewharta, a kwestia obnizki kosztéw jest jedng z determi-
nant konkurencyjnoSci nowoczesnego przedsiebiorstwa.

Wymienione powyzej, a takze inne merytoryczne kwestie staly si¢ przestanka
do sformutowania celu niniejszego opracowania, jakim jest potrzeba rzetelne;j
i szczegdlowej ilustracji tego typu procedur. Praca ta jest kontynuacja opracowa
autora po§wigconych procedurom kontrolnym z mozliwoS$cig akceptacji procesu
(zob. [Major 1997, s. 47-54; 2015a, s. 25-43; 2015b, s. 223-238]) oraz nawigzuje
do wezesdniejszych opracowan Srodowiska naukowego Katedry Statystyki Uniwer-
sytetu Ekonomicznego w Krakowie.

W artykule przedstawiono kilka najwazniejszych kart kontrolnych sum skumu-
lowanych. Opisane narzedzia reprezentujg dwa warianty oceny przebiegu procesu
produkcyjnego. Pierwszy z nich dotyczy sytuacji, gdy jakoS¢ produktu (wyrobu,
ustugi) lub procesu jest oceniana ze wzgledu na zero-jedynkowa zmienng
diagnostyczng (tzw. alternatywna ocena wtaSciwoSci). Proces oceniany w ten
sposéb nazywa si¢ procesem binarnym (zob. [Iwasiewicz 2008-20009, s. 71-90;
2005-2006, s. 103-116; 2011, s. 213-245]). Z drugim wariantem oceny mamy do
czynienia wéwczas, gdy jako$¢ produktu (wyrobu, ustugi) lub procesu oceniana
jest ze wzgledu na ciggla (quasi-ciagta) zmienng diagnostyczng (tzw. liczbowa
ocena wtasciwosci). Ten typ procesu i jego oceny nazwano roboczo procesem
ciggtym lub quasi-ciggtym.

2. Klasyczne procedury sekwencyjne

Teoria analizy sekwencyjnej sprowadza si¢ do losowego pobierania pojedyn-
czych lub matych zespotéw zbiorowosci generalnej oraz kazdorazowego rozstrzy-
gania, czy zebrany zaséb informacji pozwala na podjecie okreSlonej decyzji.
Przy sformutowanej hipotezie zerowej H, i alternatywnej H, decyzje takie mogg
dotyczy¢:

— przyjecia hipotezy H,

— odrzucenia hipotezy H i przyjecia hipotezy H|,

— odtozenia decyzji do czasu pobrania nastgpnej jednostki (prébki n) do
préby m.

Postaé hipotezy zerowej i alternatywnej zalezy od charakteru badanej zmiennej
losowej (stymulanta, destymulanta, nominanta) i ograniczenia przedziatu tole-
rancji. Przyjmujac, ze weryfikowany parametr oznaczono symbolem Q, w tabeli 1
ujeto trzy ogdlne zapisy weryfikowanych hipotez (wzory (1a) i (1b), (2a) i (2b), (3a),
(3b) 1 (3¢)).
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Tabela 1. Weryfikowane hipotezy

Ograniczenie pfzed;ialu Folerancji / Weryfikowane hipotezy
rodzaj zmiennej

Prawostronne / destymulanta H:0=0, (1a)
H: Q=0 (1b)
(Q,<0)

Lewostronne / stymulanta H:0=0, (2a)
H_;:.0=0, (2b)
(0, <0y

Dwustronne / nominanta H;:0=0, (3a)
H:0=0, (3b)
H_;:.0=0, (€19)

(Q,<0,<0)

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie [Wald 1945, Iwasiewicz 2008-2009].

Préba n jest w tym ujeciu sumg wszystkich prébek pobieranych w kolejnych
k krokach, czyli:
n=n +n,+.+n,. @)

Jezeli w kazdym k-tym przedziale probkowania liczebno$¢ probki wynosi jeden,
to wowczas liczno$¢ catej skumulowanej proby wyniesie & (n = k).

Podczas kazdego etapu badaf obliczana jest wartoS¢ sekwencyjnego testu
ilorazowego ogdlnej postaci:

HPl(xz ‘ H 1)
Q=" """, ®
Hp()(xt ‘ Ho)
gdzie:

p1<xt ‘ H 1) - prawdopodobienstwo zdarzenia losowego X = x , gdy zatozona
jest prawdziwoS¢ hipotezy H,,
p0<xt ‘ HO> — prawdopodobiefistwo zdarzenia losowego X = x,, gdy zatozona
jest prawdziwoS¢ hipotezy H,,,
i sprawdzana jest prawdziwos¢ nieréwnosci:
A<Q,<B, 6)

gdzie:
1—
=1 natomiast B=—g"—.
Jezeli O, < A, to przyjmuje si¢ hipotez¢ H z prawdopodobiefistwem btedu nie
wiekszym niz f3.
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Gdy Q, = B, wowczas nalezy przyjac hipotez¢ H, z prawdopodobienstwem
btedu nie wigkszym niz c.

Natomiast gdy A < Q, < B, to brak jest podstaw do podj¢cia jednej z dwoch
wymienionych powyzej decyzji i nalezy kontynuowaé badanie.

Postaé sekwencyjnego testu ilorazowego (5) zalezy od rodzaju zmiennej diagno-
stycznej X i charakteryzujacego ja rozktadu prawdopodobiefistwa. Zapisu wzoru (5)
dokonano przy zatozeniu, ze zmienna losowa X jest zmienng dyskretna. Wowczas
wyrazenia stojace w tym wzorze nalezy interpretowaé jako funkcje rozktadu
prawdopodobiefistwa. W przypadku ciggtych zmiennych losowych wyrazenia we
wzorze (5) sa odpowiednimi funkcjami ggstosci prawdopodobiefistwa. Jest to wigc
stosunek dwoch funkceji wiarygodnoS$ci otrzymanych na podstawie proby, ktére
zostaty wyznaczone przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy H, (licznik) i prawdzi-
wosci hipotezy H,, (mianownik). W tabeli 2 zostaty zestawione wzory ilorazu (5)
dla najczesciej wykorzystywanych rozktadéw zmiennej diagnostyczne;.

Tabela 2. Sekwencyjny test ilorazowy Q,

Typ rozktadu zmiennej . .
diagnostycznej Sekwencyjny test ilorazowy Q,
Dwumianowy ﬁ s
X~B(p; 1) Apig ™
Oi=3——— @=1-p3g=1-p) (D
I pge
Poissona T,
N
X~P(h) mix, 1€
Q=" — ®)
0
Te
1=1X;.
Normalny o1 Eewmy
XNN(“’? 0) )‘1;11:0',/ 2n e °
ka InI 1 4(%—!»0)2 ©)
e2" %
=1 gy 2m

Zrédto: opracowanie wlasne na podstawie [Iwasiewicz, Paszek i Steczkowski 1988].

W dalszej czgsci artykutu przyjeto zatozenie, ze zmienna diagnostyczna X jest
zmienng dyskretng lub ciggla o rozktadzie normalnym z przedziatem tolerancji
ograniczonym prawostronnie?. Jezeli obserwowang charakterystyka z préby jest
suma realizacji zmiennej X, to w kolejnych krokach postgpowania oblicza si¢
wartoS¢ statystyki:

2 W analogiczny sposéb mozna zbudowaé procedury kontrolne dla zmiennych diagnostycznych
ciggtych z przedziatem tolerancji ograniczonym lewostronnie lub dwustronnie. Szerzej zob. np.
[Iwasiewicz, Paszek i Steczkowski 1988].
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z=2.x, (m=1,2,3,...t=1,2,3,...,n). (10)

t=1
Jezeli w procesie weryfikacji hipotez stosowana jest graficzna wersja proce-
dury kontrolnej, to wéwczas obliczone wartosci statystyki (10) wedtug schematu:

t=liz =x;51=212,=2,+Xx,;, ...;t=n7, =2

n n—1

+x, 11

nanosi si¢ na diagram przegladowy (wykres), przedstawiony schematycznie na
rys. 1.

n z,,= b+ cn
przyja¢ H .

Z n=a+cn

badac dalej “

przyjac H,

n

Rys. 1. Diagram przegladowy klasycznej procedury sekwencyjnej przy prawostronnie
ograniczonym przedziale tolerancji

Zrédto: opracowanie wlasne.

Przedstawione na rys. 1 réwnania linii kontrolnych wynikajg z nieréwnosci (6)
i powstaja w wyniku jej przeksztatcenia® do postaci:

zd’n=a+cn<zn<zg’n=b+cn. (12)

WartoSci parametréow a, b i1 ¢ zaleza z kolei od przedstawionego w tabeli 2
rodzaju sekwencyjnego testu ilorazowego Q,. Wzory opisujgce te parametry zesta-
wiono w tabeli 3.

Jezeli w dowolnym kroku badania spetniona jest nierownos¢: z, <z, , wéwczas
przyjmuje si¢ hipotez¢ H, (badany proces jest uregulowany), a prawdopodobien-
stwo tego, ze prawdziwa jest hipoteza H,, nie przekracza f.

3 Doktadny proces przeksztalcenia nieréwnosci (6) do postaci (12) czytelnik moze zalezé np.
w pracy [Iwasiewicz, Paszek i Steczkowski 1988, s. 36 i dalsze].



Karty kontrolne sum skumulowanych. .. 93
Jezeli zachodzi nieréwnos¢: z, > z,,» WOWCZas przyjmuje si¢ hipotez¢ H,

(badany proces jest rozregulowany), a prawdopodobienstwo tego, ze prawdziwa
jest hipoteza H, nie przekracza .

Tabela 3. Parametry linii kontrolnych dla klasycznej procedury sekwencyjnej

Typ rozktadu zmiennej

. . Parametry linii kontrolnych
diagnostycznej

Dwumianowy B

In
1-a (13)

(14)

c=—3 (15)

Poissona

& (16)

an

c= —>"1 (18)

Normalny o’ §
(prawostronne ograniczenie
przedziatu tolerancji)

(19)

b (20)

O

c=tite @1

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie [Iwasiewicz, Paszek i Steczkowski 1988].

Jezeli natomiast: z, <z < 2,0 10 nie ma podstaw do przyjecia zadnej z hipotez
1 nalezy badac¢ dalej proces, zwigkszajac liczebnoS¢ préby o jeden, a nastgpnie
powtdrnie obliczy¢ parametry z,, , 2o iz,.
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3. Procedura sum skumulowanych z mozliwoScia akceptacji
procesu

Z uwagi na fakt, ze zasady funkcjonowania klasycznej procedury sum skumulo-
wanych mozna znalez¢ w wielu pozycjach literatury z zakresu zarzadzania jakoScia
(zob. np. [Iwasiewicz, Paszek i Steczkowski 1988, Montgomery 2009, s. 399-418]),
w opracowaniu skupiono si¢ tylko na zmodyfikowanej procedurze sum skumu-
lowanych, umozliwiajgcej akceptacje lub dyskwalifikacj¢ analizowanego procesu.
Z formalnego punktu widzenia oznacza to, ze zostanie uchylone zalozenie klasycz-
nych kart kontrolnych sum skumulowanych gloszace, Ze ryzyko popetnienia btedu
drugiego rodzaju § = 0, na rzecz zatozenia: 3 > 0. Niezmienne pozostaje zatozenie,
ze procedura sum skumulowanych jest klasyczng procedurg sekwencyjng realizo-
wang wstecznie. Oznacza to, ze w kazdym punkcie konczacym badang sekwencje
obserwacji wykreSla si¢ pomocniczy uktad wspétrzednych obrécony w stosunku
do pierwotnego o 180°. W kazdym n-tym kroku postgpowania bada si¢, czy zaob-
serwowany dotychczas ciag obserwacji z,, = Z _1 X, wystarcza do przyjecia jednej
z dwoch weryfikowanych hipotez H, lub H . W celu utatwienia korzystania z tej
metody konstruuje si¢ tzw. maskownice, ktorg przesuwa si¢ na wykresie wraz ze
wzrostem diugosci badanej sekwencji. Przyktad takiej maskownicy przedstawiono
narys. 2.

ZV!
H I
d(J
> E
I T
, | Phd ‘P_ 0 g
L O R P “_|E __
T (¢-F 7 @
- 71 h - |
P [ 4 1~ |
/
G / <;/ !
_ e 7
i e | dl
7/ // |
0 -7 I n
e I
B |
-
| P
|
A ' J

Rys. 2. Zmodyfikowana maskownica
Zrédto: opracowanie wiasne.
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Zmodyfikowana maskownica ma dwie czynne krawedzie (linie kontrolne),
odcinki BC i GF. Podczas postugiwania si¢ maskownica wazna pozostaje zasada,
zeby punkt D pokrywat sie z ostatnim z punktéw obserwowanej sekwencji oraz
odcinek DE byt réwnolegty do osi odcigtych 7.

Przekroczenie — przez cho¢ jeden z punktéw skumulowanej sekwencji —
minus dolnej linii maskownicy sugeruje konieczno$¢ przyjecia hipotezy H,
(proces jest rozregulowany) z ryzykiem biedu nie wiekszym niz a.. Gdy przekro-
czona zostaje in plus gérna linia maskownicy, wéwczas przyjmuje si¢ hipoteze
H (proces jest uregulowany) z ryzykiem btedu nieprzekraczajgcym 3. Natomiast
jezeli punkty skumulowanej sekwencji uktadajg si¢ w korytarzu pomiedzy czyn-
nymi krawedziami maskownicy, to wowczas kontynuuje si¢ badania, powiekszajac
prébke o kolejng wartoSC x,.

Aby zbudowa¢ maskownicg, niezbgdna jest znajomoS¢ (zob. rys. 2) parame-
trow d,, d,, h,, h, oraz ¢ = tgq. Parametr d, uzyskuje si¢ w wyniku przeksztat-
cenia réwnania dolnej linii kontrolnej z,, , klasycznej procedury sekwencyjne;
(zob. rys. 1). Przeksztafcenie polega na wyznaczeniu miejsca zerowego n, funkcji
z, .- Pamigtajac, ze maskownica funkcjonuje w uktadzie wspotrzednym obroco-
nym o 180°, mozna zapisaé, ze:

do = —nO . (22)

W analogiczny sposob wyznacza si¢ rownanie parametru d,, przeksztatcajac
tym razem rownanie gérnej linii kontrolnej z, . Réwnania parametrow d,id,
dla rozwazanych przyktadowych trzech typéw rozkladow zmiennej losowe;j zesta—
wiono w tabeli 4.

Tabela 4. Réwnania parametréw maskownicy d, i d,

Typ rozktadu Parametry maskownicy
Dwumianowy B
Iny—,
d,= N (23)
91
1-
In—g—
d, = q (24)
In2%
91
Poissona B
Inq—
dy= o~ (25)
1-p
In—g—
d, = Y (26)
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cd. tabeli 4
Typ rozktadu Parametry maskownicy
Normalny ) B
( . ; 207 In
prawostronne ograniczenie d = 1-o @7)
przedziatu tolerancji) 0 wi—ug
1-
20°In QB 08)
Toui-ug
Zrédto: opracowanie whasne na podstawie [Iwasiewicz, Paszek i Steczkowski 1988].
WartoS$¢ parametru ¢ jest wyznaczana ze WZoru:
+
@ = arctg ¢ = arctg o 5 t . (29)
natomiast parametry &, i h, wynikajg ze wzorow:
hy=dtgep=dc, (30)
h, =dtgep=d.c. @31

WartoSci parametrow h, h, oraz c sg niezbgdne podczas konstrukcji nume-
rycznego algorytmu weryfikacji stanu procesu. W trakcie jego przebiegu mozna
wyrézni¢ dwie sekwencje przebiegu procesu — jedna prowadzi do akceptacji
procesu (przyjecia hipotezy H,), natomiast druga do jego dyskwalifikacji (przy-
jecia hipotezy H)). Zatozono dalej, ze sekwencja punktéw prowadzgca do akcep-
tacji procesu bedzie nazywana ,,sekwencja A”, natomiast sekwencja prowadzaca
do dyskwalifikacji procesu — ,,sekwencja B”. W obydwu przypadkach weryfiko-
wana jest warto$¢ skumulowana statystyki z, postaci:

S

z,= 2 (xy—c), 32)

i=1

gdzie:

c=1gq,

t —indeks biezacy,

i — indeks operacyjny,

s —najwigksza w danym momencie warto$¢ indeksu operacyjnego (s =1,2, 3, ...).

Indeks ¢ we wzorze (32) funkcjonuje przez caty okres badan, natomiast moment
uruchomienia licznika indeksu i zalezy od rodzaju sekwencji punktéw.

Analizg przebiegu procesu rozpoczyna si¢ od Sledzenia znaku réznicy x, — c.
W chwili gdy x, — ¢ <0, zostaje uruchomiony licznik indeksu operacyjnego i (i = 1)
oraz rozpoczyna si¢ ,,sekwencja A” skutkujaca wyznaczaniem wartoSci statystyki
(32). Obliczanie tej statystyki jest kontynuowane tak dtugo, az zostanie spetniony
jeden z ponizszych warunkéw:
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14 2, <z,, gdzie z;=dyc=h,, (33)
27 2>0. (34)

W przypadku gdy spetniony jest warunek 1* (33), badanie koficzy si¢ przyje-
ciem hipotezy zerowej H, z ryzykiem btgdu nie wigkszym niz 3, natomiast gdy
spetniony jest warunek 2# (34), przerywa si¢ obliczanie wartosci charakterystyki
z i powraca do Sledzenia znaku réznicy x, — c. Spetnienie warunku (33) lub (34)
pociaga za sobg réwniez konieczno§¢ wyzerowania indeksu i (i = 0).

Uruchomienie licznika indeksu operacyjnego i moze réwniez nastgpic, gdy
x,—c>0. Jest to wowczas poczatek ,,sekwencji B”, a zarazem moment rozpoczgcia
kumulacji zgodnie ze wzorem (32). Proces takiej kumulacji trwa do momentu, gdy
spetniony jest jeden z ponizszych warunkéw:

1B z,2z,, gdzie z,=d,c=h,, (35)
2B 2 <0. (36)

Spetnienie warunku 1® (35) skutkuje przyjeciem hipotezy alternatywnej H,
z ryzykiem btedu nie wigkszym niz a. Spetnienie drugiego warunku 28 (36)
oznacza natomiast koniecznoS$¢ przerwania kumulacji i powrét do §ledzenia znaku
réznicy x, — ¢. Podobnie jak w poprzednim przypadku spetnienie warunku 1% lub 28
skutkuje wyzerowaniem indeksu i (i = 0).

4. Przyktady zastosowania kart kontrolnych

Przyktad 1

W trakcie produkcji materiatéw bawelnianych monitorowano ich kurczli-
woS$¢ podczas prania. W tym celu wyprodukowane probki materiatu poddawano
okresowo badaniom na kurczliwo$¢. Podczas badania zatozono, ze kurczliwo$¢
bawelny nie powinna przekraczaé¢ 7%*. Co mozna powiedzie¢ o przebiegu procesu
wytwarzania materiatow, jezeli dla 10 losowo wybranych prébek odnotowano
wartosci procentowej kurczliwo$ci podane w tabeli 5?

Tabela 5. Procentowa kurczliwo$§¢ materiatéw bawetnianych

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x,(%) 5 6 6 4,5 8 6,25 5 4 6 4,5

Zr6dto: dane umowne.

4 Wedtug polskiej normy [PN-P-84004:2003] naturalna kurczliwos$¢ bawetny wynosi 6%.
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Podczas analizy powyzszego procesu zatozono, ze: o = 3 = 0,05 oraz ze kurcz-
liwos$¢ bawetny w praniu ma rozktad normalny ze stala wariancja wynoszaca 1,5%.

Poniewaz zmienna diagnostyczna bedaca procentowg kurczliwo$cig bawelny
w praniu jest traktowana jako destymulanta jako$ci® analizowanego procesu, hipo-
teza zerowa oraz hipoteza alternatywna beda miaty postaé:

Hyu=uy=5%, H:u=w,=7%.
Korzystajac ze wzoréw (19), (20) i (21), wyznaczono wartoSci parametrow
a, b i c niezbgdne do zastosowania klasycznej procedury sekwencyjne;.

15 005 15 095 7+5
a=77gIngos=-331; b=7"ghggz=331: c=—5—=6.

1

Roéwnania linii kontrolnych przedstawiaty si¢ nastepujaco:
2., =331 +6n; z,,=331+6n

W tabeli 6 zestawiono obliczenia robocze dla danych wejSciowych podanych
w tabeli 5. Obserwujac wyniki zawarte w tabeli 6 mozna zauwazy¢, ze w dzie-
siagtym kroku postepowania sekwencyjnego, przy licznoSci skumulowanej probki
n =10, nalezy przyjac hipotez¢ zerowg H i proces produkcji materiatu bawetnia-
nego uznac za uregulowany. Prawdopodobienstwo tego, ze ocena ta jest falszywa,
nie przekracza 3 = 0,05.

Tabela 6. Analiza procesu kurczenia materialéw bawetnianych za pomoca klasyczne;j
procedury sekwencyjnej

! n x,(%) zZ, Z4 Zy, Decyzja

1 1 5 5 2,69 9,31 badac dalej
2 2 6 11 8,69 15,31 bada¢ dalej
3 3 6 17 14,69 21,31 bada¢ dalej
4 4 45 21,5 20,69 27,31 badac dalej
5 5 29,5 26,69 33,31 bada¢ dalej
6 6 6,25 35,75 32,69 39,31 bada¢ dalej
7 7 40,75 38,69 45,31 badac dalej
8 8 4475 44,69 51,31 bada¢ dalej
9 9 6 50,75 50,69 57,31 badac dalej
10 10 45 55,25 56,69 63,31 przyja¢ H,,

Zrédto: obliczenia wiasne.

5 Im kurczliwo$é 100-procentowej bawetny jest mniejsza, tym jakosé bawetny jest wyzsza.
Jednak w pewnych sytuacjach niska lub wrecz zerowa kurczliwo§¢ materiatu moze §wiadczy¢
o tym, ze dzianiny maja domieszke innego materiatu, np. elanobawetny.



Karty kontrolne sum skumulowanych. .. 99

Podobng analiz¢ mozna przeprowadzi¢ stosujac zmodyfikowang procedure
sum skumulowanych. Nalezy wtedy obliczy¢ dodatkowo wartos$ci parametrow
d,,d, oraz h, h, (zob. wzory (27), (28), (30) i (31)). Mamy wowczas:

2~1,521n8’8§ 2-15%In 8’(9)2
d0=72f52’=—0,55; d1 =72f52’=0,55;

hy=dyc=z,=-331; h=d,c=z,=33l.

Majac te parametry, mozna przystapi¢ do powtdérnej analizy danych przy
uzyciu karty kontrolnej sum skumulowanych z mozliwoscig akceptacji procesu.
Jej przebieg przedstawiono w tabeli 7.

Tabela 7. Analiza procesu kurczenia materiatéw bawetnianych za pomoca
zmodyfikowanej procedury sum skumulowanych

t i x, n i =x;—¢ z Uwagi

1 1 5 1 -1 -1 x, < ¢ (zaczg¢ kumulacje, i = 1)
2 2 6 2 0 -1 kumulowac (i =i +1)
3 3 6 3 0 -1 kumulowa¢ (i =i +1)
4 4 4,5 4 -1,5 -2.5 kumulowac (i =i +1)
5 5 8 5 2 -0,5 kumulowac (i =i +1)
6 6 6,25 6 0,25 -0,25 kumulowaé (i =i +1)
7 7 5 7 -1 -1,25 kumulowaé (i =i +1)
8 8 4 8 -2 -3,25 kumulowac (i =i +1)
9 9 6 9 0 -3,25 kumulowac (i =i +1)
10 10 | 45 10 -1,5 —475 z, <z, (przyjac¢ H,)

Zrédto: obliczenia wiasne.

Jak wida¢, zmodyfikowana procedura sum skumulowanych doprowadzita
réwniez do przyjecia hipotez zerowej. Proces kumulacji rozpoczat si¢ w okresie
t =1 i trwat nieprzerwanie do okresu 7 = 10.

Przyktad 2

W trakcie badania jakoSci linek holowniczych sprawdzanych jest wiele para-
metréw pod wzgledem ich zgodnoSci z wytycznymi zawartymi w Prawie o ruchu
drogowym (dtugosc¢ holu, umiejscowienie chorggiewki ostrzegawczej i kolor linki)
oraz zgodno$ci z warunkami technicznymi okre§lonymi przez Przemystowy
Instytut Motoryzacji (PIMOT) WT/008/PIMOT/93 — ,,Linki holownicze. Wyma-
gania i badania w zakresie bezpieczenstwa uzytkowania”. Pod uwage bierze si¢
woéwczas instrukcje uzytkowania oraz wytrzymatos$¢ holu. W trakcie weryfikacji
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wytrzymatoSci linki zaktada sig, ze (http://federacja-konsumentow.org.pl/down-
load/LINKI1%202.doc, data dostepu: 22.09.2016):

— linki holownicze przeznaczone do holowania pojazdéw o masie do 1500 kg
powinny bez uszkodzen przenie$¢ obciazenie nie mniejsze niz 1200 daN w czasie
20 s,

— linki holownicze przeznaczone do holowania pojazdéw o masie wigkszej niz
1500 kg powinny przenie$¢ bez uszkodzen obcigZzenie nie mniejsze niz masa holo-
wanego pojazdu. Na przyktad jezeli masa pojazdu wynosi 2000 kg, to obciazenie
badawcze linki holowniczej powinno wynie$¢ nie mniej niz 2000 daN w czasie
20 s. Bardzo wazng kwestig jest takze pomiar wytrzymatoSci granicznej do
zerwania, podczas ktérego okresla si¢ poziom przylozonej sity, przy ktorej linka
ulega zerwaniu. Linka holownicza z zaczepem powinna wytrzymaé obcigzenie
wigksze niz deklarowane w przepisach WT/008/PIMOT/93 oraz jej wytrzyma-
fo$¢ powinna przekracza¢ warto§¢ deklarowang w ulotce przez producenta lub
dystrybutora.

W dalszym ciggu rozwazan przyjeto zalozenie, ze przedmiotem badafi jest
partia linek, ktéra przeszia pozytywnie weryfikacje ze wzgledu na wszystkie
wlaSciwosci, z wyjatkiem wytrzymatoSci na rozcigganie mierzonej w jednostce
czasu (20 s). Przyjeto, Ze badaniu poddano prébki linek przeznaczonych do
holowania pojazdéw o masie do 1500 kg. Zatozono, ze obserwowana zmienna
losowa X przybierata warto$¢ 0, gdy linka przeszta pozytywnie probe obcigzenia
nie mniejszg niz 1200 daN, i warto$¢ 1, gdy linka w czasie préby wytrzyma-
fosci zostala zerwana lub tez jej mocowania zostaty na tyle zdeformowane, ze nie
kwalifikowata si¢ ona do dalszego uzytku. Zatozono dalej, ze badanie przepro-
wadzono w ciggu 10 kolejnych momentéw czasowych, powigkszajac za kazdym
razem liczebno$¢ probki o 1 sztuke. Wyniki badania podano w tabeli 8.

Tabela 8. Wytrzymato$¢ linek holowniczych

: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X, 0 0 0 1 0 0 1 1 1 1

Zrédto: dane umowne.

Nalezy sprawdzi¢, czy na podstawie tych danych mozna przyjac jedna z naste-
pujacych hipotez:

H,

H:p=p, =003

:p=p0=0,01,
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Symbole p, i p, oznaczajg odpowiednio poziomy wadliwo$ci: maksymalnej dopusz-
czalnej 1 minimalnej dyskwalifikujacej badanego procesu. W trakcie weryfikacji
hipotez przyjeto dodatkowe zatozenie o = § = 0,01. Sprawdzenie zdefiniowanych
hipotez odbyto si¢ w pierwszej kolejnoSci z wykorzystaniem klasycznej procedury
sekwencyjnej, a nastepnie zmodyfikowanej procedury sum skumulowanych.

W trakcie wykorzystania klasycznej procedury sekwencyjnej wyznaczono
wartoSci statystyki z, postaci (10) i (11) i poréwnano je z liniami kontrolnymi z i
1 Zon obliczonymi na podstawie wzoréw (13)—(15). Wynikato to z zalozenia, ze
otrzymana w trakcie analizy charakterystyka bedaca sumg zmiennych zero-jedyn-
kowych ma rozktad dwumianowy. WartoSci parametrow a, b i ¢ oraz powstate na
ich podstawie réwnania linii kontrolnych przedstawiaty si¢ nastgpujaco:

1 001 1n 929 1 0:99

0,99 . Moor - Imgg7 '

@1y 003-099 =11 0= 003099 =41 =] 003099 =00%
1001.097 n0,01-097 n501-0.97

2y, =411 +0,02n; z,, =4,11+002n.

Wyniki analizy danych empirycznych zestawiono w tabeli 9.

Tabela 9. Analiza wytrzymatoSci linek za pomoca klasycznej procedury sekwencyjnej

t n X, zZ, 240 Zyn Decyzja

1 1 0 0 -4,09 4,12 badac dalej
2 2 0 0 -4,07 4,14 badac dalej
3 3 0 0 -4,05 4,16 badaé dalej
4 4 1 1 -4,03 4,18 badaé dalej
5 5 0 1 -4,02 4,20 badaé dalej
6 6 0 1 -4,00 422 badaé dalej
7 7 1 2 -3,98 4,23 badac dalej
8 8 1 3 -3,96 4,25 badac dalej
9 9 1 4 -394 4,27 badac dalej
10 10 1 5 -3,92 4,29 przyjac¢ H,

Zr6dto: obliczenia wiasne.

Jak wynika z tabeli 9, przy liczebnoSci probki n = 10 zostata podjeta decyzja
o przyjeciu hipotezy H, przy ryzyku btedu o = 0,01.

W kolejnym kroku badania dane wejSciowe zestawione w tabeli 8§ poddano
weryfikacji przy uzyciu zmodyfikowanej procedury sum skumulowanych. W tym
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celu, korzystajac ze wzoréw (23) i (24) oraz (30) i (31), wyznaczono kolejno para-
metry d, d, oraz h, h,.

ln0,01 ln0’99
099 -, _Mopr .
d0=1 009 =-225.15; do_—l 0.09 =225.15;
10,97 10,97

h0:d00222:—4,11; h1:d1C=Z;=4,11.

Obliczenia robocze oraz wynikajace z nich wnioski ujeto w tabeli 10.

Tabela 10. Analiza wytrzymatoSci linek za pomocg zmodyfikowanej procedury sum
skumulowanych

t i x, n Zi=x;—c¢ z Uwagi

1 1 0 1 -0,02 -0,02 X, <c (start sekw. A, i = 1)
2 2 0 2 -0,02 -0,04 kumulowaé (i =i+ 1)

3 3 0 3 -0,02 -0,05 kumulowaé (i =i+ 1)

4 1 1 4 0,98 0,98 |z, >0 (start sekw. B, kumulowaé (i = 1)
5 2 0 5 -0,02 0,96 kumulowaé (i =i+ 1)

6 3 0 6 -0,02 0,95 kumulowac (i =i+ 1)

7 4 1 7 0,98 1,93 kumulowac (i =i+ 1)

8 5 1 8 0,98 291 kumulowaé (i =i+ 1)

9 6 1 9 0,98 3,89 kumulowaé (i =i+ 1)
10 7 1 10 0,98 4,87 z,>z, (przyja¢ H))

Zrédto: obliczenia wiasne.

W trakcie przebiegu badanego procesu dostrzec mozna dwie sekwencje.
Pierwsza z nich (sekwencja A) prowadzita do przyjecia hipotezy H,, ale zostata
przerwana po czterech krokach, poniewaz warto$¢ sumy skumulowanej z, byta
wieksza od zera. Moment ¢ = 4 byl réwnocze$nie punktem startu drugiej sekwencji
typu B, ktéra doprowadzita po siedmiu kolejnych krokach kumulacji do przyjecia
hipotezy H,. A zatem wnioski, jakie wynikajg z zastosowania zmodyfikowanej
procedury sum skumulowanych, sg identyczne jak w przypadku uzycia klasyczne;j
procedury sekwencyjnej. Na koniec warto zauwazy¢, ze przyjecie hipotezy H,
moze nastgpi¢ znacznie szybciej niz przyjecie hipotezy H,. W analizowanym
przyktadzie potrzebnych byto 5 przypadkéw zerwania linki holowniczej w dzie-
siecioelementowej probie. Jednocze$nie, aby potwierdzié¢ prawdziwo$¢ hipotezy
H, nalezatoby przebada¢ przynajmniej 226 linek (miejsce zerowe linii z,, , lub
parametr d,) i otrzyma¢ we wszystkich przypadkach potwierdzenie zgodnoSci
wytrzymatoSci linek z wymaganiami w tym zakresie.
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5. Podsumowanie

Przedstawione w opracowaniu procedury i przyktady nie wyczerpuja zagad-
nienia zastosowania kart kontrolnych sum skumulowanych z mozliwoScia
akceptacji procesu. W omawianych przypadkach ograniczono si¢ do sytuaciji,
gdy analizowana zmienna jest destymulantg jakoSci. Skupiono si¢ na najczg¢sciej
wystepujacych podczas kontroli jakoSci rozktadach zmiennych diagnostycznych,
takich jak: rozktad dwumianowy, rozktad normalny i rozktad Poissona. Rozktad
dwumianowy jest faczony czesto z przypadkami, gdy miarg jakoSci wykonania
jest wadliwos$¢, a badany proces ma charakter binarny. Rozktad Poissona ma
natomiast zastosowanie, gdy miarg jakoSci produktu jest liczba wad lub niezgod-
nosci w jednostce produktu®. Z kolei rozktad normalny wykorzystywany jest
najczesciej w sytuacji, gdy obserwowana zmienna diagnostyczna ma charakter
ciagly (tzw. procesy quasi-ciggle). Na uwage zastuguja réwniez (nieujgte w tym
opracowaniu) procedury kontrolne stosowane dla zmiennych diagnostycznych
o rozktadzie wyktadniczym. Rozktad wyktadniczy jest najczg¢Sciej stosowany
do opisu niezawodno$ci nienaprawialnych elementéw systeméw technicznych,
a uzywana zmienna diagnostyczna jest definiowana jako czas poprawnej pracy
tychze elementéw. Tego typu zmienna losowa bedzie traktowana jako stymulanta
jakosci, co przelozy si¢ na konieczno§¢ modyfikacji omawianych procedur.

Jak zaznaczono na wstepie artykulu, opisane w nim karty kontrole sum
skumulowanych nie sg jedynymi procedurami pozwalajacymi na dyskwalifikacje
lub akceptacje monitorowanych proceséw. Nalezy wymieni¢ rowniez inne karty
kontrolne, w tym procedury kontrolne oparte na kartach kontrolnych Shewharta.
Opis ich funkcjonowania mozna znalezZé np. w cytowanych wczesniej pracach
A. Iwasiewicza [1985, 1999, 2001], a takze w normie PN-ISO 7966 z 2001 r. Wyma-
gaja one jednak wstepnego ustalania niezbednej liczebnoSci proby potrzebnej
do przyjecia jednej z weryfikowanych hipotez. W procedurach sekwencyjnych oraz
powstatych na ich podstawie procedurach sum skumulowanych liczebnos$¢ proby
jest parametrem okreSlanym dopiero w momencie zaakceptowania lub dyskwali-
fikacji procesu. Jest to istotna zaleta tych narzedzi, pozwalajaca na minimalizacje
ryzyka przeszacowania liczebnoSci préby, a co si¢ z tym wigze, generowania
zbytecznych kosztéw badania i oceny. Jest to szczegdlnie wazne, gdy badania
kontrolne maja charakter niszczacy. Z tego wzgledu zaprezentowane w niniejszym
artykule metody sekwencyjne oceny procesu produkcyjnego wydaja si¢ znacznie
skuteczniejsze i kosztowo efektywniejsze niz analogiczne procedury oparte na
kartach kontrolnych Shewharta.

¢ Procedury kontrolne sum skumulowanych dla zmiennych o rozktadzie Poissona zostaty omé-
wione np. w pracy [Major 2015b, s. 223-238].
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Acceptance Cumulative Sum Control Charts: Overview of Basic Tools
(Abstract)

The main goal of this article was to review and analyse basic cumulative sum control
charts, which can be used to accept or disqualify an analysed production process. In the
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literature, there are two kinds of acceptance control charts: Shewhart Control Charts and
Cumulative Sum Control Charts (CUSUM Charts). Both can be used by quality managers
or financial managers in monitoring or auditing processes. The article presents only
selected process control procedures. The conclusion of the article provides examples of
the applications of the solutions described.

Keywords: statistical quality control, statistical process control, acceptance control
charts, cumulative sum control charts.



