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Dwuwymiarowe zmienne licznikowe -
bayesowskie modelowanie selekcji proBy

1. Wprowadzenie

Przy f#cznym modelowaniu zmiennych licznikowych #ma spotka si¢ z
sytuacy, gdy jedna z nich jest z koniecZed zerem dla wielu obserwowanych
obiektow. Na przykiad, i badamy determinanty i wspoétzateosé liczby przejazddéw
mieszkacow miasta transportem publicznym i wikasnymi sanodetmi, to dla oséb bez
samochodu liczba przejazdéw tyrodkiem jest stale rowna zero. Powstaje pytanie,
jakie 4 mazliwosci i konsekwencje wnioskowania o determinantackbljcprzejazdow
transportem publicznym oraz o zatesci miedzy oboma liczbami przejazdéw na
podstawie danych dotygzych wszystkich badanych miesakaw miasta — wobec
badania tych determinant i tej samej zat®ci na podstawie danych dotygzch tylko
mieszkacdéw miasta posiadgych samochdd. Wykorzystanie tych ostatnich danych
oznacza wspng selekcg obserwacji i uniemdiwia przenoszenie wynikéw analizy na
wszystkich mieszkacdw. Aby wykorzysta caly zbidér obserwacji i unitiwié
wycigganie ogolniejszych wnioskéw, proponujemy modelystgczny uwzgldniajgcy
przehczanie mdzy dwoma modelami zmiennych licznikowych: modelem
dwuwymiarowym i jednowymiarowym; za praekanie odpowiada dychotomiczny
model stosownej zmiennej zero-jedynkowej (repraggoeéj w przytaczanym
przyktadzie posiadanie samochodu). Takie pamejpozwala uj¢ rézne sytuacje jako
przypadki szczegélne i sformutowakluczows testowalm hipotez identyczndci
mechanizmu okiajacego generowanie (w dwoch grupach obiektow) vgartdej

zmiennej licznikowej, ktéra nigdy nie jest zdegaveana.

! Katedra Ekonometrii i BadiaOperacyjnych Uniwersytetu Ekonomicznego w Krakqwile Rakowicka
27, 31-510 Krakéw; e-mail: eeosiewa@cyf-kr.edu.pl.

’Katedra Ekonometrii i BadaOperacyjnych Uniwersytetu Ekonomicznego w Krakqwie Rakowicka
27, 31-510 Krakéw; e-mail: marzecj@uek.krakow.pl.

% Praca sfinansowana g@dkow przyznanych Wydziatowi Zagdzania Uniwersytetu Ekonomicznego w

Krakowie, w ramach dotacji na utrzymanie potencfsdawczego.



Zasadnicz czgscig skladows omawianego w tej pracy modelu prgenikowego
jest dwuwymiarowy model zmiennych licznikowych, sygacy przypadek, w ktérym
zadna ze zmiennych nie jest skoncentrowana w zdRegresja poissonowska jest
znanym modelem analizy zmiennych licznikowych. ikgtn jej dwuwymiarowe
uogdlnienia, lecz wksza¢ z nich charakteryzuje giograniczeniami dotygzymi
znaku wspotczynnika korelacji gdzy zmiennymi, inne Zaprowadz do komplikacji
natury statystyczno-numerycznej; zob. m. in. Kolzkata i Kocherlakota [1992],
Winkelman (2008). Modele, ktére dopuszezaaréwno korelagj dodatng, jak i
ujemry, mazna uzyska& wykorzystuagc np. kopule lub mieszanki rozktadow.
Niestandardowym modelem jest warunkowy model Paossdktory zaproponowali
Berkhout i Plug [2004]. Omdwienie tych zagadniewraz z odwotaniami do literatury,
maozna znale¢ m.in. w artykule Marzec [2012]. Warto podkii€, ze kontelkcie modeli
dwuwymiarowych nie pojawia skwestia selekcji proby.

Jako gtowm czs$¢ skladow proponowanego modelu  statystycznego
wykorzystujemy specyfikagj ZIP-CP (ang. zero inflated Poisson - conditional
Poisson, ktora zaproponowali Marzec i Osiewalski [2012]. Jestdiwuwymiarowa
regresja typu Poissona, ogélniejsza miodel P-CP Roisson — conditional Poisshn
ktory wprowadzili Berkhout i Plug [2004]. W modeR+CP przyjmuje si brzegowy
rozktad Poissona dla jednej zmiennej i warunkowakiad Poissona dla drugiej (przy
ustalonej pierwszej); model ten jest tatwy w estgjnadopuszcza korelagjréznego
znaku (dodatni albo ujemn), ale znak ten zalg od znaku jednego parametru, a nie od
zmiennych objgniajacych. W modelu ZIP-CP dwuwymiarowej regresji typaid3ona,
zamiast brzegowego rozktadu Poissona pierwszej @ldvwemiennych wprowadzagsi
rozkiad typu ZIP, w wersji ,ptotkowej” (andaurdle modél, co prowadzi do znaku
kowariancji (medzy oboma zmiennymi licznikowymi) zaeego od wartci
zmiennych objgniajacych. Charakterystyki modelu ZIP-CP wynikag wiasndci
dwuwymiarowego skokowego rozktadu ZIP-CP, ktéry ewpadzit i zbadat Osiewalski
[2012]. Druga czs¢ naszego modelu przekznikowego to jednowymiarowa regresja
Poissona dla drugiej zmiennej — w przypadku, gdgrvpsza jest zdegenerowana
(skoncentrowana w zerze). Jakz jwspomniano, trzegi czgscia jest specyfikacja
dychotomiczna, opisgga przediczanie mgdzy przypadkiem dwuwymiarowym
(niezdegenerowanym) i jednowymiarowym (zdegenergwgn

Nastpny (drugi) punkt pracy pwigcony jest prezentacji probabilistycznych
podstaw modelu, tj. rozkladow skokowych wykorzysaywch w budowie trzech ei



sktadowych tego modelu — w szczegdkiorozktadu ZIP-CP. W trzecim punkcie
omawiamy nasz model statystyczny, pédtankcji wiarygodndci i analiz bayesowsk
tego modelu, zwracag uwag na jego dwa przypadki szczegolne. W czwartym,
empirycznym punkcie pracy przedstawiamy nowe wynikiyskiwane na podstawie
petnego zbioru danych, wgdznym badaniu liczb transakcji dokonywanych &art
bankows i gotowks; zob. [Polasik, Marzec, Fiszeder i Gorka 2012 okéarzec i
Osiewalski 2012]. Przykfad ten ilustruje problemydelowania i wnioskowania w
sytuacji zmiennych licznikowych, z ktérych jednaictba ptatnéci kar) jest
zdegenerowana dla wielu badanych jednostek (os®lpasiadajcych kart). W cgsci
piatej zawarto uwagi kiccowe.

Nasz przyktad empiryczny wpisujegddadania rozwoju obrotu bezgotéwkowego
w Polsce, ktore gsprowadzone od kilku lat; zob. np. [Polasik 200912, Polasik,
Wisniewski i Lightfoot 2012, Gorka 2013, Goczek itkéwski 2015, 2016]. Z punktu
widzenia banku centralnego interegdj kwesth jest okrélenie czynnikéw
motywujgcych do korzystania z kart ptatniczych i identyfil@ tych barier
utrudniapcych dziatalné¢ przedsgbiorstw handlowych, ktére gs zwigzane z
dodatkowymi optatamiinterchange za transakcje dokonane przyyaiu kart. Dla
gospodarki i finansow patwa wymierne korzgi rodzi ograniczenie transakcji
gotowkowych m¢dzy klientem detalicznym a sprzedawma rzecz transakcji
dokonywanych kagt co czs$ciowo przyczynitoby si do zmniejszenia szarej strefy.
Waznym elementem badawzbogacajcych obecny stan wiedzy na temat ptatio
karta i gotéwky s3 propozycje nowych modeli ekonometrycznych, opisygh ztazone

decyzje podejmowane przez konsumentow.

2. Probabilistyczne podstawy nowego modelu statystycego

Rozwaamy Bczny rozklad prawdopodohistwa trzech zmiennych losowych( Yo,
Y3), z ktérych trzecia ma rozktad dwupunktowy (jestienry zero-jedynkow), druga
moze przyp¢ dowollg wartas¢ catkowiy nieujemn, a pierwsza ma rozkiad
jednopunktowy (Pr{;=0}=1) zawsze gdyYs=0, mae za przyja¢ dowolrny wartasc¢
catkowity nieujemn gdy Ys=1. Zatem przyy3=0 rozktad (warunkowy) paryy, Y>) jest
tozsamy z rozktadem pary (@), czyli odpowiada rozktadowi pojedynczej zmiennej
Y,. Jedynie przys=1 rozkiad paryYi, Y-) jest dwuwymiarowym rozktadem na zbiorze

wszystkich par liczb catkowitych nieujemnych. Teosiatniemu péowigcamy specjaln



uwag;, rozwaajac przypadek prostszy: P-CP (zob. [Berkhout i Pl@§04]) i
ogolniejszy: ZIP-CP; zob. [Osiewalski, 2012].
PrzyY;=1 rozktad prawdopodohistwa pary Y1, Y») jest nasfpujacy:
Pr{Y, =i,Y, = j|Y; =1} = Pr{Y, = i|Y; =1} Pr{Y, = j|Y; =LY, =i} =g(i) h(j,i), (1)
przy czymi, j N 0O{0}. Jeli rozklad zmiennejy; jest rozkladem Poissona o waib
oczekiwanej i wariancji;, a rozklad warunkowy, przy ustalonej warkzi zmiennej

Y, jest rozktadem Poissona o waitboczekiwanej i wariancil.exp(@Yi), czyli

g)=e™(A)' /i, h(j,i)=exptAe™)(A,) e/ ], 2

to mamy rozktad dwuwymiarowy P-CP o0 momentach mo$Berkhout i Plug 2004]:
E(Y, Y, =1) = A, exp[A,(e” -1)], (3)
var(Y, |Y; =1) = E(Y, | Y, = 1) +[E(Y, | Y, =1)]{exp[A,(e” -1)*] -1}, 4)
CouUY,,Y, |Y, =) = A (e” —DE(Y, |Y; =1). (5)

Jeili a0, to wariancja (4) zmienney, jest wiksza od wartéci oczekiwanej (3).
Zaleznos¢ migdzy obu zmiennymi sprawiaze rozktad zmiennejY, odpowiada
empirycznie cgstej sytuacji zwgkszonej wariancji danych licznikowych. Rozktad
zmiennejYy, czyli rozklad Poissona, nie ma tej wdavosci. Jest to pierwszy powdd
uogolnienia dwuwymiarowego rozktadu P-CP przez wyadzenie rozkiadu typu ZIP
na miejsce brzegowego rozktadu Poissona. Modeleesggdla skokowej zmiennej
objasnianej z nadmierpliczbg zer spopularyzowat gtéwnie Lambert [1992], a Camer
I Trivedi [1998, 2005] oraz Winkelman [2008] prz&aisiajg stosowne modele danych
licznikowych z przyktadami ich zastosofvev ekonomii.

Nalezy zauwayc¢, ze znak kowariancji modzy Y i Yz, czyli znak wyraenia (5),
zalezy jedynie od znaku state}, a nie od wielkéci A1, A, parametryzowanych giiej
(uzalenianych od zmiennych olfjaiajagcych) w statystycznych zastosowaniach tego
modelu probabilistycznego. Uogolnienie, ktore zaprmowat Osiewalski [2012],
dopuszcza zwiek znaku kowariancji i wielkei A;. Ta ogolniejsza klasa rozktadow
(oznaczana gwiazdk jest okrélona przez ten sam warunkowy rozkia@l przy
ustalonymY;:

Pr{Y, = jIY; =LY, =i} =h(j,i) = Pr{Y, = jIY, =1Y, =i} (6)

oraz przez rozktad zmienn¥j, ktéry odmiennie riw (1) traktuje wartéc O:



y dlai=0,

Pr*{Yl:i|Y3=1}=g*(i)— 1- g(i) diaioN, (7)
(0)

gdziey jest ustalon liczbg z przedziatu (0, 1), funkcjgi h 3 za takie same jak w (1).
Jeli y=g(0), to Pr{Y,=i|Y,=1} =g (i) =g(i) =Pr{Y, = i|Y, =1} i mamy przypadek

(2). Jali y£g(0) a funkcjeg i h zadane gsnadal wzorami (2), to rozktad zmienngjjest

typu ZIP, za warunkowy dlaY, przy ustalonymY; pozostaje rozkladem Poissona.

Rozktad czny to ZIP-CP, a jego momenty magolmn posta

L-PEN™Y," [, =D +(y—g(0)O"E(Y," [V, =1Y, = 0
1-9(0)

gdzie wykorzystuje siznam postg momentow rozkladu P-CP (dia=0 przyjmupc

E ™Y, |Y,=1)= (8)

0™=1). W szczegdlni otrzymujemy

E'(YY;=1)=@1-g(0)"1-pA, 9)

E'(Y,|Y;=1)=A-9(0) " [1-NEM, |Y; =) +(y—9(0)A,], (10)
_ -g(0)

Var (Y, |Y, =1) = (0) AL+ 00 A), (11)

Var*(Y2|Y3=1): {Var(Y, |Y, =1) + V 9(0)[E(y Y, =1) - A2 + ylg}(/O)Az}

g( ) 9(0)
(12)
/]1/]2(1_ y) ~h)ad a A
—— = [A-e™)e" —(1-p)lexpt(e” -1))-y+e” (13)
(1—exp(—/11))2{ ' }
gdzie E(Y2]Ys=1) i Var(Y,|Ys=1) § momentami rozktadu P-CP danymi w (3) i (4).
Widzimy, ze zmienne tworgce pa¢ (Y1, Y2) 0 rozkladzie prawdopodoliistwa ZIP-CP

Cov (Y, Y, |Y, =1) =

1) s skorelowane ujemnie, § [(1-e)e” — (L- )] exp@,(e” -1)) <y-e™

2) g skorelowane dodatnio,gé [(1-e™)e” - A p)lexp, (e’ -1) > y—-e™,

)e” - (L-y)lexp@, (e’ —D) = y-e™

W przypadku y = g(0) =e™, tj. rozkladu Poissona di¥; (przy Ys=1), ziazona

3) ¢ nieskorelowane, @i [(1-e™

formuta kowariancji (13) sprowadzagsilo znacznie prostszej postaci (5), gdzie znak
kowariancji zaley jedynie od znaku statey. W pozostatych przypadkach, tj. gdy
rozktad Y; jest typu ZIP, znak kowariancji (13) zajeod wartdci przyjmowanych
przezA; i a (a nie tylko od znaku tej drugiej statej). Ocz$wie, konkretna warta

kowariancji w rozktadzie ZIP-CP (a nie sam jej znakaz — w konsekwencji — wato



wspoitczynnika korelacji zalg od wszystkich statych wygtujacych w  funkcji
prawdopodobigstwa tego rozktadu, tj. og A1, A2 i a.

Zauwamy tez, ze zwkkszenie prawdopodohistwa zerowej warkmi Y; (W
stosunku do rozktadu Poissona o wasiaczekiwanej i wariancjt,), czyli przygcie
rozktadu ZIP z»>g(0), prowadzi do wariancji (11) wkszej ngz wartaé¢ oczekiwana (9).
Rozktad ZIP-CP umdiwia modelowanie zwikszonej wariancji obu obserwowanych
zmiennych licznikowych, choctanie g one traktowane symetrycznie.

Powyssze rozwaania dotyczyly jedynie rozkiadu warunkowego pak, (Y>2)
przy Ys=1, czyli bardziej zlgonej czsci specyfikacji trojwymiarowej. Rozktad
zmiennej Y2 przy Ys=0 — i tym samym przy jedynej waftm Y; (rownej 0) —
przyjmujemy tak, by mina bada identyczné¢ rozkladu warunkowego zmienn}
przy Y1=0 w obu sytuacjachy3=0 i Ys=1. Zaktadamy zatenig jest to rozktad Poissona
o funkcji prawdopodobiestwa

Pr{Y, = j|Y, =0, =0} = hy(j) = exp(-4,0) (A;0) '/ !, (14)
z parametreml, o niekoniecznie réwnym..

Podsumowujc dotychczas przyje zalaenia, wprowadzamy nagiujacy

rozkitad hczny trzech zmiennych skokowych:

pg (Oh(j,i), i,jONDO{0}, 1 =1
Pr{Y,=i,Y,= jY;=1} =1 @-p)hy(j), i=0 jOND{0} I =0, (15)
0, iON, jOND{0} | =0,

gdzie p=Pr{Ys=1}. Brzegowy rozkiad pary Yi, Y,) jest swoisf mieszank

dwuwymiarowego rozktadu ZIP-CP i jednowymiarowegektadu Poissona:

PrY, =i,Y, = j} = pg (Dh(j,i) + - p) I, (), (), i, ONDO{0}, (16)
gdziela(.) oznacza funkej charakterystycznzbioru A; jego momenty mma zapisé
jako:

E(Ylezn) = pE* (Ylezn |Y3 = 1) + (1_ p)OmE(an |Y3 = O'Yl = O) ) (17)
przy czymE (Y,"Y," |Y, =1) to moment zwykty lub mieszanyedu (m, n) w rozktadzie
ZIP-CP, dany ogdlnym wzorem (8),5z&(Y," |Y, =0,Y, =0) to moment zwykty rzdu

nw rozktadzie Poissona z parametrésmg.



3. Model statystyczny

RozwaamyT tréjwymiarowych zmiennych losowycl4, Yo, Ya; t=1,2,...T), gdzieYs
S3 zmiennymi zero-jedynkowymi. Prz¥s=1, pary i, Yz) map rézne rozkiady typu
ZIP-CP

PriY, =i, Y, = jIYy =1} = g;(Dh (j,i) (,jONDO{0}), (18)
gdzie
y, dlai=0,
Prva=ilYa =B =00=) 1% o0y gaion: gy=es @y, 9
1-9,(0)
PriY, = j|Yy =1Y, =i} =h(j i) = exp[-A, exp(@i)]l(A,)’ exp(ij)/ jt, (20)

Ay =exp&f), A =expWp,), y =expCe’A,)=expexp@+xp));  (21)
X 1 Wy S3 wierszami wartéci zmiennych objgniajacych, ktdre mog si¢ pokrywa (w
czesci lub w caldci). Zmienne te okrdaja prawdopodobigstwa pojawienia si
poszczegoblnych par wasm Yy i Yo, wplyw X i w; na te prawdopodohistwa jest
determinowany wielkgria poszczegolinych skladowych kolum® i [, wielkoscig
parametru zalaosci a oraz wielkdciag parametrud, ktory decyduje o odchyleniu
prawdopodobigstwa, ze Y3=0, od wartéci wynikajacej z rozktadu Poissona.
Zauwamy, ze momenty rozktadu paryr{;, Y), podane w poprzedniej €xi pracy,
zalezg teraz od zmiennych ol3jaiajacych.

W literaturze specyfikacja oparta na wzorze (193t jaazywana modelem
ptotkowym — anghurdle modelzob. [Cameron i Trivedi 2005, s. 680]. Poréwnaeje
specyfikacji z oryginalnym modelem ZIP podaje Wimkan [2008]. Gtownymi
zaletami naszej propozycj prostota parametryzacji i wzglha tatw@¢ estymacji oraz
prostota testowania zasadooredukcji specyfikacji (19) do standardowego mniade
Poissona.

Przy Y3=0, pary i, Y2)=(0, Yx) map rozktady zdegenerowane (bo zmienfie
majg rozktad jednopunktowy), Zajako warunkowe rozktady, przyjmujemy réagne

rozktady Poissona — przez analpdo (20):
Pr{Y, = j[Yy =0Y, =0} = ho,t(j) = exr—’[_/‘m,o](/]zt,o)j /], /12t,0 = exp(Wtﬁz,o)- (22)
Jeli B=Bo to Pr{Y, = j|Y, =1Y, =0} =Pr{Y,, = j|Y, =0, =0}, czyli sposéb

generowania wartgi zmiennejYy przy Y =0 jest identyczny bez wzglu na wartéé



zero-jedynkowej zmienneys. Do weryfikacji hipotezy,ze B=[%.0 potrzebny jest
trojwymiarowy model statystyczny, tj. parametrycktasa rozktaddéw postaci
P g (DR (i), i, iOND{0}, I =1
Pr{Yy =0,Yy = .Yy =1 6} =1 @-p)hy, (j), 1=0,jOND{0}, 1=0  (23)
0, iON, jONO{0}, 1 =0,

gdzie p, = Pr{Y,, =1} =1-F(-z/3; ), z jest wektorem zmiennych ol§j@ajacych, za F
jest dystrybuant reprezentujca dychotomiczny model zmienneys. W badaniu
empirycznym przyjmujemy model logitowy, czyli zadmy dystrybuagt rozktadu
logistycznego. Warto bytoby w przysze rozwazy¢ modele dychotomiczne oparte na
dystrybuancie skmego rozktadu Studenta, ktére Osiewalski i Marzec [2004a, 2004b]
wprowadzili jako alternatyw dla dwéch podstawowych specyfikacii: logitowej i
probitowej. W modelu statystycznym tréjki zmienny®f, Yz, Ys) wektor parametrow
@ jest kolumn grupupca S, a, B, 5, 31 [0 Zaktadamyze przy dowolnie ustalonym
@ trojwymiarowe obserwacje siezalene.

Jeili zaobserwowand1=Yyit, Ya=Ya | Ya=ys (t=1,2,...7), to odpowiadajca tym

wartasciom funkcja wiarygodn&ci ma postéa

L(B;y){ M whino| [ —% gt(yn)h(ym,yﬂ)}

Y3 =1,y1, =0 —:t: Ya =L Y5 >0 1- O (O) (24)

{ 1% h“(y”)}{ AR IR pt)}:“ﬁl'ﬁz’m (B LB

tyg=1l || tys=0

gdziey oznacza macierz (I} zawierajca zaobserwowane wado zmiennychYy, Ya
I Ys. Dwa pierwsze czynniki funkcji wiarygodém L odpowiaday dwuwymiarowej
skladowej mieszanki i twogzfunkcje L, parametréwd, a, S, [; kolejny czynnik
odpowiada sktadowej jednowymiarowej i stanowi fugkc, parametrus o; ostatnie
dwa czynniki odpowiadajdychotomicznej zmiennej pragekznikowej i tworz funkcje
Ls parametrufBs. Jeli brak jest zwizkOw migdzy trzema wyrénionymi grupami
parametrow, czyli charakteryzugie one swobogl zmienndci (ang.variation freeness
to wnioskowanie o kalej z nich prowadzi giodrbnie, na podstawie odpowiedniego
czynnikal, (r=1,2,3), a nie na podstawie petnej funkcji wiarygagti. Zauwamy, ze
faktoryzacja funkcji wiarygodriwi nie wynika z konkretnej postaci rozkladow, ktére
przyjmujemy, lecz z samej struktury modelu statystego i ze swobody zmiensud
poszczegolnych grup parametrow. Na potrzeby wniskia, brak zwjzkéw micdzy

parametrami (lub ich obecf) formalizuje s¢ scisle na gruncie bayesowskim, gdzie



wprowadza si rozktad a priori (miare probabilistyczg) na przestrzeni parametrow i
mozna wtedy rozwza¢ stochastycznniezaleénos¢ grup (wektoréw) parametrow. W tej
pracy skupiamy gina dwdéch przypadkach: niezah@sci a priori trzech wyr@nionych
grup parametrow i rownei 5= .

Przy separowalrigi funkcji wiarygodndci, niezalenos¢ a priori (3, a, B, ),
Lo i B prowadzi do niezalosci a posterioritych parametrow (czyli niezaleosci
warunkowej przy znanych obserwacjach). Oznacza tkowits odrebngs¢
wnioskowania o kadej grupie parametrow oraz zasaséthwykorzystania tylko danych
Z yx=1 w estymacji § a, £, ) i tylko danych zy;=0 w estymac;jif .. Oczywicie,
wnioskowanie o funkcjach wektodwszystkich parametrow — takich, jak rgorr(Ya,
Y« 6), tj. bezwarunkowy wspéiczynnik Kkorelacji ¢dzy pierwszymi dwoma
elementami trojki Y, Ya, Yz) — musi by oparte na rozkladzia posteriori catlego
wektora 6, wykorzystujcym petry funkcjg wiarygodndci i kompletne dane.
Empirycznie interesgge mae by porownanie dwoch wspoétczynnikéw korelacji —
bezwarunkowegaCorr(Yy, Y« ) i warunkowego, okrganego tylko na podstawie
modelu ZIP-CP, tjCorr(Y, Y Ya=1, 8= Corr (Yx, Y| Ya=1, &, a, Bu, [3).

W przypadku, gdy zaktadamy3,=(% o czyli niezaleny od Yz mechanizm
generowani&'z, czynnikdwlL, i L, funkcji wiarygodndci nie da s rozwaza¢ odrebnie,
gdyz oba zalea od tego samego wektoga. Wnioskowanie o samych parametrach (a
nie tylko o takich ich funkcjach, jak bezwarunkowyspoétczynnik korelacji) musi
wykorzystyw& petrg funkcje wiarygodndci, oparg na wszystkich obserwacjach.
Ograniczenie si we wnioskowaniu jedynie do danychyg=1 oznaczatoby ,lald
selekcji préby”. Testowanie hipotezy,=6,0 mazliwe jest oczywicie tylko w
przypadku nie narzucgjym takiej restrykcji.

Petna specyfikacja bayesowskiego modelu statysegzn z rozktadem
probkowym postaci (23), prowaglzym do funkcji wiarygodni (24), wymaga
przyjecia konkretnego rozkitada priori wektora&. Proponujemy zaloy¢ niezalenosé
a priori parametrow i dla kalego indywidualnie przyf standardowy rozkiad
normalny N(O, 1). Zerowe warkei oczekiwanea priori oznaczaj, ze najweksz
szang dajemy wsipnie modelowi bez zmiennych oBfaajacych. Jednostkowe
odchylenia standardowea priori dag gwaranc}, ze specyfikacje odlegte od tej
najprostszej maj bardzo istotne wgpne szanse. Wydajeg¢size taki prosty 4czny

rozkiad a priori niesie stabwiedz wskpng, gwarantujc zarazem fatwag symulaciji
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Monte Carlo z rozktada posteriorj ale jego konkretna rola informacyjna (w stosunku
do funkcji wiarygodnéci) oraz wraliwos¢ rozktadu a posteriori 53 kwestiami
empirycznymi, ktére naly bad#& odrbnie dla kadego analizowanego zestawu

danych.

4. kaczne modelowanie liczby ptatngci karta i gotowka

W celu ilustracji przydatn@i empirycznej zaproponowanego modelu statystyazneg
szczegolnéci analizy konsekwencji selekcji proby, wykorzystandane, ktore
zgromadzono w celu prowadzenia badania opisanegwragach: Polasik, Marzec,
Fiszeder i Gérka [2012] oraz Marzec, Polasik i €t [2013]. Dane te zawieraj
m.in. informacje o posiadaniu karty ptatniczgi) oraz o liczbie ptatrii gotowlkg (y2)
i kartg (yir) dokonanych (w miescu) przezT=2518 osbb, ktore bylty ankietowane w
jednym spéréd trzech miescy: w padzierniku, listopadzie roku 2010 albo w styczniu
roku 2011. Osoby nieposiadeag karty stanowity 52,7% wszystkich badanych.

Z analizy dwuwymiarowego rozktadu empirycznego ldiaby ptatnéci gotowkg
i karty warunkowego wzgbdemys=1 (w tym jego rozktadow brzegowych) wynikee
w sytuacji posiadania karty ptatnicz@jednia liczba ptatriei gotowlkg wynosi 20,5
(odchylenie standardowe jest réwne 17,3%rednia liczba ptatniei kartg wynosi 5
(przy odchyleniu standardowym 6,7). Wspotczynnikumgowej korelacji empirycznej
migdzy yir aya (przy ysx=1) ksztattuje si na poziomie 0,008, co moa interpretowa
jako brak nawet przyblonej zaleéncsci liniowej miedzy liczln ptatncci kart i
gotéwlky. Jednowymiarowe rozkiady empiryczne prag=1 sugeryj potrzely
zastosowania modelu, w ktorym obie zmienne skokchwaeakteryzyj sie rozktadem z
nadwyka zer; zob. Marzec i Osiewalski [2012].

Szeregi rozdzielcze liczby ptatiw gotowlka przyys=1 i ys=0 podano w tabeli 1.
Przy braku karty ptatniczejrednia liczba transakcji gotowkvynosi 22,5 (£19,8) i jest
wyzsza nk w przypadku posiadania karty. Ta&kmediana empirycznego rozkfagh

przy yx=0 jest przesugta na prawo w stosunku do mediany rozktaguprzy ys=1.

4 Badanie to, obejmage m.in. zebranie materialu statystycznego przezS TRentor zostato

sfinansowane przez Narodowy Bank Polski.
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Wyniki zmodyfikowanego testu ¥WAndersona i Darlinga [1952wskazuj na silne
niepodobi@stwo tych rozktadow.

Tabela 1. Empiryczne rozkitady liczby ptagnbgotowks Y, warunkowe wzgidem posiadania

(ya=1) albo nieposiadanig4=0) karty ptatniczej.

Liczba ptatngci CZeStase (Ya=1) Struktura CEZStas¢ (ya=0) Struktura
0 24 2% 0 0%
(0;5] 126 11% 60 5%
(5;10] 248 21% 275 21%
(10;15] 196 16% 224 17%
(15;20] 148 12% 208 16%
(20;25] 108 9% 151 11%
(25;30] 85 7% 123 9%
(30;35] 66 6% 73 5%
(35;40] 55 5% 57 4%
(40;45] 32 3% 55 4%
(45;50] 32 3% 26 2%
>50 70 6% 76 6%
t acznie 1190 100% 1328 100%
Srednia 20,5 - 22,5
Mediana 16 - 18

Zrodio: opracowanie wiasne.

Wyniki uzyskane w modelu P-CP na podstawie danybbjrmoupcych 1190
posiadaczy kart wskazywaty na niewigldodatny korelacg miedzy liczly ptatngci
gotowlky i kartg. Marzec i Osiewalski [2012] potwierdzili to stostujmodel ZIP-CP, ale
jednoczénie pokazali,ze jego redukcja do P-CP nie jest zasadna (zabwyaiki dla
parametrowa i J prezentowane w tabeli 4). Korzysfajz formalnego bayesowskiego
poréwnywania modeli (poprzez czynnik Bayesa) usialponadtoze w modelu ZIP-
CP zmiennaYy musi wyraaé liczbe transakcji kag, a Y liczbe transakcji gotowk
(nie na odwr6t). Konieczré identyfikacji wiaciwej kolejngci zmiennych wynika z

niesymetrycznej struktury modelu dwuwymiarowego.

4 (Ferlay ) - e )f
® Test w wersji dla zmiennych skokowych, dany formwy? = Nz Fem( ali)(l Fema(\o'i )) pem(am),
i=1 Qi N~ CY '

zastosowano dla dwdch szeregow skiagiaih sé z N=363 obserwacji, gdzig®" to dystrybuanta
empirycznap®™ to czstai¢, ag; i ay; s realizacjami zmiennych|Ys=0 i Y|Ys;=1. Wartd¢ statystyki W
wyniosta 10,9, a kwantyl edu 0,9999 rozktadu statystyki przy, riynosi nie wgcej niz 6,17 (dla 100
obserwacji).
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Obecnie przedstawimy wyniki uzyskane na podstaveimggo zbioru danych,

uwzglkdniagcego osoby bez kart ptatniczych. Podobnie jak Mar£esiewalski [2012]

wykorzystalimy dane surowe, bez wag o#iegacych stopié@ reprezentatywrii

poszczegblnych obserwdtjiNa rysunku 1 pokazano schemat zadéci micdzy

zmiennymi w modelu statystycznym. Rozwaeny odebne modele zmiennych

licznikowych dlaT;=1190 par Yu, Yz) przy Yz=1 i dlaT,=1328 zmiennychyy przy

Yx=0 oraz 4czacy je model zmiennej dychotomiczn¥j; (dla T=T,;+T,=2518). Jako

zmienne objgniajace wykorzystano gtdbwne posiadane charakterystykieamwanych

konsumentow. Przgjo, ze w kadym z trzech modeli sktadowych wygptije ten sam

zestaw (potencjalnych) zmiennych alnjejacych.

Wykres 1. Schemat zaieosci miedzy zmiennymi Yy, Yo i Yz w petnym modelu

statystycznym.

[ Czy konsument posiada ket ]

 J

[ Tak (Ya=1)

~

\ 4

Transakcje gotowk(Y2=>0)
lub karg (Y1>0)

)

———-=--s

Transakcje tylko gotowk
(YZtZO | Y]_t:O)

_____________________________________

w tym: transakcje tylko gotévak
(Y20 i1 Y1,=0)

Zrodto: opracowanie wiasne.

W tabeli 2 prezentujemy zmienne alsjajace i ich typowe warti, tj. srednie w

przypadku zmiennych ggtych i najczstsze dla zmiennych dychotomicznych. Warto

Zwrocik uwag, ze — na prezentowanym poziomie agregacji informacjbadania

ankietowego — gtownymi czynnikami oktajagcymi posiadanie karty wydgjsie:

deklarowany dochod w rodzinie, wyksztatcenie, stgwilny i dostp do Internetu.

® Polasik Marzec, Fiszeder i Gérka [2012] oraz MeyzPolasik i Fiszeder [2013]zyi danych

wazonych.

~_ P

—m e
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Wiecej wnioskéw uzyskamy analizigy wyniki zaprezentowane w tabeli 3. W catym
zbiorze badanych kobiety stanowity 56% ankietowdanyadsetek osébedacych w
formalnym zwgzku wyniést 56%, a 61% ankietowanych posiadatogiodb Internetu.
Czynnikiem wyj&niajagcym zr@nicowanie liczby transakcji kartbadz gotowky maze
by¢ miejsce zamieszkania. W miastach mieszkato 63%ystisizh badanych. \Waéd
posiadaczy kart ptatniczych 71% byto miesat@mi miast. Odsetek osob bez kart, a
mieszkagcych w miastach, byt aszy i wynosit 56%. Bezwarunkowa ¢stos¢
posiadania karty byta réwna 47,3%, jednaksta&¢ posiadania karty przez klienta pod
warunkiem,ze mieszka w mgie, wyniosta 53%. Natomiast udziat posiadaczy Kart
wynosit: 49% wrod mezczyzn, 55% wrod zangznych albozonatych oraz 58% éwod
0s6b posiadagych dosgp do Internetu.

Tabela 2. Przeg¢ine §rednie lub najogstsze) wartéci zmiennych objéniajacych.

T=2518 T,=1190 T,=1328
Zmienna objéniajaca tacznie Posl,(l:::itqaqcy Bez karty
Pte (1-mezczyzna, 0-kobieta) 0 0 0
Wiek (w latach) 41,2 40,1 42,2
Stan cywilny (1zonaty lub zarzna, 0-nie) 1 1 0
Miejsce zamieszkania (1-miasto, O - ¥ie 1 1 1
Miesieczny dochdd w rodzinie (w tys. zt) 3,5 3,5 1,75
Wyksztatcenie (lata hauki) 12,5 12,5 11
Posiadanie Internetu (1-tak, 0-nie) 1 1 0

Zrodio: opracowanie wiasne.

Tabela 3. Udziat (w %) warfoi 1 w przypadku dychotomicznych zmiennych @bjajacych.

T=2518 T,=1190 T,=1328
Zmienna objéniajaca tacznie Posl,(l:::itqaqcy Bez karty
Pte (1-mezczyzna, 0-kobieta) 44 45 42
Stan cywilny (1zonaty lub zarwzna, 0-nie) 56 65 48
Miejsce zamieszkania (1-miasto, O - §ie 63 71 56
Posiadanie Internetu (1-tak, 0-nie) 61 76 49

Zrodio: opracowanie wiasne.

Uzyskany przy zalgeniu niezaleénosci a priori rozklada posterioriparametrow
trojwymiarowego modelu statystycznego, danego wno(23), probkowano stosig
metody MCMC (Monte Carlo typu s@uchéw Markowa); zastosowano sekwengyjn
wersg algorytmu Metropolisa i Hastingsa. Wykorzyatujniezalenos¢ a posteriori
wynikajaca z separowalnii funkcji wiarygodndci (24) i niezalenosci a priori
poszczegolnych wektorow parametrow, dokonano osobstymacji parametrow
kazdego z trzech modeli sktadowych, &, 5, ai 0w modelu ZIP-CP (M), oW
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modelu Poissona dla liczby transakcji gotgvpkzy braku karty (M) oraz/3; w modelu
logitowym posiadania karty (M. taczna liczba parametréw wyniosta 34.

W tabeli 4 zaprezentowano waito oczekiwane i odchylenia standardowae
posteriori parametréw. Postulowany w modelu, Mptyw poszczegodlnych zmiennych
objasniajagcych na liczk ptatncgci gotdwlg, gdy konsument korzysta rownoéme z
karty, zostat potwierdzony przez dane. Natomiasigaanie przez konsumenta st
do Internetu, jego wyksztatcenie i dochod powgdmpacace zr@nicowanie liczby
ptatnaci karg. W czystym modelu Poissona {Mpte¢ konsumenta i jego dochdd
wydajg sie nie mie wplywu na zrénicowanie liczby transakcji gotowkw sytuacii
braku karty. W modelu logitowym (M determinantami posiadania karty ptatniczej
okazup sie wszystkie zmienne objaiajagce z wyptkiem wieku, ktéry wyranie nie ma

znaczenia.

Tabela 4. Wart&ri oczekiwane i odchylenia standardowe a postep@rametrow ) modeli.

Zmienna/parametr EBy) D(Bly) EBy) D(Bly)
A 0,911 0,098 -5,455 0,330
Ples & -0,044 0,025 2 0,181 0,092
Wiek g -0,002 0001 | 2¢ 0,001 0,003
Stan cywilny ~§ -0,048 0,029 % % 0,596 0,102
Miejsce zamieszkania | & -0,007 0,028 38 0,483 0,096
Dochéd = 0,051 0010 |2 g 0,185 0,039
Wyksztalcenie = 0,056 0,006 = 0,297 0,024
Internet 0,361 0,039 0,622 0,106
RT 2,825 0,050 s 2,133 0,051
Plet fg -0,101 0013 | £35 0,014 0,013
Wiek E 0,008 0,001 g 'g £ 0,002 0,001
Stan cywilny 5 -0,158 0,015 98 0,082 0,015
Miejsce zamieszkania % 0,145 0,015 % 2% 0,126 0,015
Dochéd a 0,016 0,006 s § < -0,009 0,006
Wyksztalcenie < -0,008 0,003 =5 0,062 0,003
Internet -0,085 0,016 B 0,152 0,016

o - 0,004 0,001 - ) ;

5 - -1,876 0,041 - ) }

Zrodto: opracowanie whasne.

Warto zauway¢, ze wystpuja duze r&nice w wartdciach oczekiwanycha
posteriori parametrow opisagych liczle transakcji gotéwk w modelach M i M». Dla
czterech zmiennych oljaiajacych (na siedem nitiwych), tj. stan cywilny, dochod,
wyksztatcenie i1 Internet, znaki tych charakteryssgk przeciwne — co oznaczae

kierunek wptywu danej zmiennej na ligziwykonanych transakcji gotéwkest inny w
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zaleencsci od tego, czy konsument posiada dodatkowy instninptatnéci w postaci
karty. Odchylenia standardowe posteriori wiekszaci parametrow $ stosunkowo
mate. Spostrzeenia te sugerdj ze rownaé¢ =50 nie zachodzi. Oznaczatoby toe
we wnioskowaniu o samych parametrach selekcja probypowoduje negatywnych
konsekwencji i mena ogranicz§ sic do kadego modelu oddzielnie (dla odpowiednich
podzbioréw danych).

W celu zweryfikowania hipotezy, =, o zastosowano bayesowski odpowiednik
testu F. Niechk=B3,-0, opierajc sk na idei klasycznego testu F, dla zmiennej
wielowymiarowej k rozwaa st forme kwadratowg postaci (por. Marzec, Osiewalski,
2008):

r=t(x;y)=(k—Elc 1Y) V(1Y) "(x -Elx1y)), (25)
gdzie E(«ly)=E(Gly)-E(Bdy) | V(Ky)=V(Sly)+V(Bdy), a sumowanie macierzy
kowariancji a posteriori wynika z niezalenosci a posteriori obu poréwnywanych
wektoréw parametrow, zachagzj w proponowanym modelu ogélnym (bez
restrykcji). Jednowymiarowa zmienrmgest losowa jako funkcja zaréwno obserwaciji,
jak i parametrow modelu; we wnioskowaniu na pod&aslanych interesuje nas jej
rozktad a posteriorj czyli warunkowy wzgidem danych, o gptasci p(7] ).
Testowanie hipotezyw=0 sprowadza si do zbadania, czy wadéd 7(0)y) lezy w
obszarze najwkszej gstasci p(7|y), przy wysokim, ustalonym prawdopodoiséwvie
a posteriori (1-a) tego obszaru. 3k tak, to nie odrzucamy hipotezyk=0 i
przechodzimy do analizy modelugrestrykca, uniemaliwiajaca odrebne traktowanie
dwoch podzbiorow obserwacji. slie wartos¢ 7(0;y) znajduje si poza obszarem
wysokiej gstosci a posteriorj to rowng¢ «=0jest nieuzasadniona wwietle
dostpnych danych ig odrzucamy, pozostg przy wnioskach z modelu ogdélnego,
umazliwiajgcego wsgpny podziat obserwacji na dwie grupy i osobne talkinie
kazdej grupy.

Dalsze rezultaty badaotrzymane za pomactego testu zaprezentowano na
wykresie 2, ktory przedstawiacgtas¢ a posteriori zmiennej losowejk;y). Wartc¢
7(0;y) wynosi 973,85. Zatem wal® ta znajduje si bardzo daleko w prawym ogonie
rozkladua posterioridla 7, czyli zalazenie réwnéci wektorow 5 i [0 nie znajduje

uzasadnienia. Wystarczajca jest estymacja parametrow z wykorzystaniem
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separowalngi funkcji wiarygodndci danej wzorem (24); estymacja parametrow nie

jest obarczona ,bHem selekcji proby”.

Wykres 2. Rozktad a posteriori zmiennE('y(; y).

0 5 10 15 2 5 30 35 40

0 2
r(k;Y)

Zrodto: opracowanie whasne.

Na koniec prezentujemy wyniki dla wspotczynnikowrddacji medzy liczky
transakcji oboma instrumentami ptatniczyri Y). Przypomnijmyze wspotczynnik
ten jest funkgj wszystkich parametréw trzech pod-modeligavbez wzgddu na wynik
wczesniej prezentowanego testu, wyznaczenie jego chengdtyk a posteriori jest
moaozliwe tylko w modelu 4cznym. Syntetyczne wyniki estymacji zostaly pokazan
tabeli 5. Dla wszystkich obserwacjT£2518) otrzymano rozktadgp posteriori dla
Corr(Yw, Yot | 6), czyli bezwarunkowego wspotczynnika korelacjiugione blisko zera
— ale wyhcznie po stronie warfoi dodatnich; charakteryzowaly ¢sione matym
odchyleniem standardowyrSrednia warté¢ oczekiwanaa posterioriwyniosta 0,072,
przy czym najmniejsza 0,031 a najkéza 0,16; korelacja jest ya bardzo staba, ale
dodatnia. W modelu ZIP-CP — tylko dla posiadaczstykatatniczej —srednia warté¢
oczekiwanaa posterioriwarunkowego wspoétczynnika korela€jorr(Yy, Yz | Ya=1, 6)
wyniosta 0,073Srednia ocena korelacji bezwarunkowej ¢dry liczby transakcji kaet
i gotowky) jest praktycznie taka sama jak korelacji warun&pprzyys=1, ch@ srednie
czastkowe korelacji bezwarunkowej (liczone dla pos@yakarty i dla 0osob bez karty)

s3 odmienne.
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Tabela 5. Wrednione (po obserwacjach) wéaitb oczekiwanea posteriori wspotczynnikw

korelacji pary Yu, Yz).

Wspétczynnik korelaciji Srednia ocena
Corr(Yy, Yo | 6 0,072 (dlaT=2518)
- gdy posiada kagt(Ys =1) gdy brak karty Yz =0)
Corr(Yy, Y| O 0,065 (dlaT;=1190) 0,079 (did,=1328)
Corr(Yy, Ya | Ya=1, 6 0,073 (dlaT,=1190) -

Zrodto: opracowanie whasne.

5. Podsumowanie

Omawiany tréjwymiarowy rozktad skokowy i zbudowang tej podstawie bayesowski
model statystyczny zaproponowano w cejazhego modelowania dwéch zmiennych
licznikowych, z ktérych pierwsza me by zdegenerowana w zerze. Nasz model
statystyczny polega na zastosowaniu zmiennej dgahioznej (zero-jedynkowej) do
przehczania mgdzy dwoma modelami zmiennych licznikowych: dwu- i
jednowymiarowym, przy czym jednowymiarowy jest girany z dwuwymiarowego
przez odpowiednie warunkowanie. O ile przedstawi@shemat modelowania ma
walor ogolndci, to wybdr konkretnych klas modeli sktadowych zeopodlega
zmianom. Wybierajc specyfikag ZIP-CP dla dwuwymiarowej zmiennej licznikowej i
logistyczry dla zmiennej dychotomicznej kierowahy sk prostos obu, prowadazca do
prostego modelu trojwymiarowego, a takzbadanymi dobrymi wiaségami modelu
ZIP-CP. Zmiana specyfikacji logistycznej na dnnnp. opad na dystrybuancie
skasnego rozktadu Studenta 1 wykorzysity interakcje mgdzy zmiennymi
objasniajagcymi (tzw. model Il redu, zob. [Osiewalski i Marzec 2004b], nie jest trad
moze podnié¢ jakas¢ modelu — ché nie musi (jest to kwestia empiryczna). Trudne
bedzie zasipienie specyfikacji ZIP-CP, gtdwne] gxi modelu przejcznikowego,
innym modelem. Wycie w tym celu alternatywnych specyfikacji dla dko
powigzanych zmiennych licznikowychetizie przedmiotem dalszych badautorow.

Jeili chodzi o specyficznie bayesowski element naszegmlelu — rozktada
priori, to jego post@moze oczywscie podlega zmianom, ale naiy zwrdoc uwag: na
dwa kluczowe elementy. Separowal@dunkcji wiarygodndci wzgledem parametrow
modeli skladowych mige by w peini wykorzystana tylko przy niezateosci a priori
tych grup parametrow, @t nie naley z niezalenosci rezygnowad. Z kolei szczegolna
posta& rozktadua priori (normalny osredniej O i wariancji 1), przgfa przez nas dla

kazdego indywidualnego parametru, nie ma znaczenid, ljezba obserwacji jest
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bardzo dua (jak w naszym przyktadzie empirycznym). Oczics@, przy matej liczbie
obserwacji warto dokoraanalizy wraliwosci wynikow na rozktada priori w ramach
szerszej klasy (np. rozktadow Studenta).

W zaproponowanym modelu bayesowskim zme tatwo zastosowatest typu
Lindleya, tj. bayesowski odpowiednik testu &db chi-kwadrat, by zbadazasadnicz
restrykcg identyczndci parametréw opisagych w dwdch sytuacjache tzmienry
licznikows, ktoéra jest niezdegenerowana (jest nietrywialnsseswowana) dla obu
wartasci zmiennej zero-jedynkowej. W dalszych badaniactartav zastosowa
bayesowskie poréwnywanie mocy W§iéajacej konkurencyjnych modeli poprzez ich
prawdopodobigstwa a posteriorj co wymaga odpowiedniej metody obliczenia
brzegowej gstasci wektora obserwacji w kalym z modeli. W przypadku stosowania
metod Monte Carlo fecuchéw Markowa (w celu prébkowania rozktaayposteriorico
najwyzej kilkudziesgciu parametrow modeli) wéaiwym narzdziem jest skorygowany
estymatokredniej arytmetycznej, ktéry zaproponowata Paj@1f].

Poza testowaniem vmej restrykcji, nasz model trojwymiarowy pozwaladaa
skutki wstpnej selekcji obserwacji, polegagj na usuriciu tych, dla ktorych
obserwowana jest tylko jedna zmienna licznikowa. pieyktadzie empirycznym,
dotyczcym modelowania liczby ptatdol dwoma instrumentami ptatniczymi (kart
gotowky), wykazalsmy, ze samo wnioskowanie 0 poszczegoélnych parametrachyhd
zagraone ,bkdem selekcji préby”, gdy odrzucono restrykej wigzacg parametry
opisupce liczle ptatnagci gotbwkowych w sytuacjach posiadania karty pieaj i jej
braku. Pokazalmy tez, ze gkbsze wnioskowanie o korelacji gdizy liczbami ptatnéci
karty i gotowky, odr&niajace korelagi warunkows (wzgledem posiadania karty) od
bezwarunkowej mdiwe jest dopiero na gruncie modelu petnego (trajvgrowego).

Empirycznie, oba rodzaje korelacji okazaky godobne co do waroi.
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