Ze SZYi‘y Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie
Naukowe 3051)

ISSN 1898-6447
Zesz. Nauk. UEK, 2016; 3(951): 63-79
DOI:10.15678/ZNUEK.2016.0951.0305

Marcin Salamaga

Katedra Statystyki
Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie

Badanie wplywu metody estymacji
teoretycznych modeli rozkladu
dochod6w na jakoS¢ aproksymacji
rozkladu dochodow mieszkancow
Krakowa’

Streszczenie

Celem artykutu jest préba wskazania modeli teoretycznych oraz metod ich estymacji,
ktére mozliwie najdoktadniej odzwierciedlaja empiryczny rozkiad dochodéw mieszkan-
cow Krakowa. W badaniach brano pod uwage rozktady teoretyczne najczesciej wykorzy-
stywane w analizie ptac i dochodéw, jak: rozktad Singha-Maddali, Fiska, log-normalny
czy gamma. Przedmiotowe rozktady badano pod wzgledem precyzji oszacowania miar
potozenia, zmiennoSci i nieréwnoSci dochodowych w zaleznosci od przyjetej metody
estymacji parametrow. W obliczeniach wykorzystano dane o indywidualnych dochodach
krakowian w 2013 r., pochodzace z badania panelowego przeprowadzonego w ramach
,Diagnozy spotecznej”. Wyniki badan wskazuja, ze najbardziej doktadne oszacowanie
rozktadu dochodéw i jego charakterystyk liczbowych mozna osiaggna¢, stosujac model
Singha-Maddali, a rekomendowang metodg szacowania parametréw teoretycznych modeli
jest metoda najwigkszej wiarygodnoSci.

* Artykut powstal w ramach realizacji projektu badawczego sfinansowanego ze Srodkéw przy-
znanych Wydziatowi Zarzadzania Uniwersytetu Ekonomicznego w Krakowie w ramach dotacji na
utrzymanie potencjatu badawczego.
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Stowa kluczowe: rozktad dochodéw, metoda najwigkszej wiarygodnos$ci, wspétczynnik
Giniego, model Singha-Maddali.

1. Wprowadzenie

Badania nad rozktadem dochodéw oraz ptac w spoteczefistwie od dawna sg
podejmowane w literaturze przedmiotu. Celem badaczy jest czgsto préba poszu-
kiwania rozktadéw teoretycznych, ktére mozliwie najlepiej odzwierciedlaja empi-
ryczny rozklad dochodéw. Modele teoretyczne moga stanowic skuteczne narze-
dzie w identyfikacji niektérych wtasnosci rozktadéw empirycznych i pozwalaja na
wyrazenie charakterystyk liczbowych, takich jak: §rednia, modalna, odchylenie
standardowe, wspotczynnik Giniego, Atkinsona czy miary dobrobytu spotecznego
za pomocg parametrow tych modeli. Dotychczasowe badania dowodza, ze najcze-
$ciej empiryczne rozklady dochodéw wyrdzniaja si¢ jednomodalno$cia, prawo-
stronng asymetrig i dodatnig kurtoza [Kot 1999a]. Z tego powodu do ich mode-
lowania wykorzystuje si¢ takie rozktady teoretyczne, ktére przy odpowiedniej
parametryzacji prawidtowo odzwierciedlajg te wtaSciwosci. Badacze najcze¢sciej
odwotuja si¢ do rozktadéw Pareto, Weibulla, Singha-Maddali, Daguma, Fiska,
log-normalnego, gamma i innych. Wyniki modelowania rozktadéw dochodéw
mozna znalezé zaréwno w literaturze krajowej [Kot 1999a, 2000, Ulman 2011,
Ostasiewicz 2013], jak i zagranicznej [McDonald i Ransom 1979, Kleiber i Kotz
2003, Clementi i in. 2010]. Waznym elementem poruszanego zagadnienia jest
rowniez badanie metod szacowania parametrow przedmiotowych rozktadow.
Oprécz powszechnie stosowanej metody najwiekszej wiarygodnosci analizuje
si¢ tez efektywno$¢ innych metod, takich jak metoda najmniejszych kwadratéw
czy minimalizacji statystyki chi-kwadrat Pearsona [McDonald i Ransom 1979,
Ostasiewicz 2013].

Niniejszy artykul réwniez wpisuje si¢ w ten nurt badan. Jego celem jest
poréwnanie wybranych modeli teoretycznych oraz metod ich estymacji pod katem
doktadnosSci aproksymacji rozktadu dochodéw mieszkaficow Krakowa. W bada-
niach przedstawionych w polskiej literaturze przedmiotu czgsto wskazuje si¢
na modele klasy Burra jako modele szczegdlnie dobrze dopasowane do danych
empirycznych. Analiza prowadzona w niniejszym artykule pozwoli ten wniosek
zweryfikowac zaréwno ze wzgledu na stosowang metod¢ estymacii, jak i precyzje
oszacowania charakterystyk liczbowych empirycznego rozktadu dochodéw. Pod
uwage wzieto teoretyczne rozktady najczesciej wykorzystywane w modelowaniu
dochodéw i postuzono si¢ nimi do oszacowania wybranych miar potozenia,
zmienno$ci 1 nieréwno$ci rozktadu dochodéw. Estymacje¢ modeli przeprowa-
dzono, wykorzystujac dane o dochodach indywidualnych mieszkancéow Krakowa
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w 2013 r., ktdére zaczerpnigto z zasobéw ,,.Diagnozy spotecznej”’, www.diagnoza.
com (dostep: 2.10.2015). W obliczeniach korzystano z programéw komputerowych
EasyFit oraz R. Otrzymane rozktady dochodéw cechuja si¢ jednomodalnoscia
1 prawostronng asymetrig. Oznacza to, ze wiekszo§¢ 0séb ma nizszy poziom
dochodéw niz wynosi Sredni poziom dochodéw w badanej zbiorowosci. Osoby
o dochodach powyzej Sredniej stanowig mniejszo$¢. Taki niesymetryczny rozktad
dochodéw jest konsekwencja rozwarstwienia zamozno§ci mieszkafcéw Krakowa,
przy czym zjawisko to jest obserwowane w rozktadach dochodéw catego spote-
czefistwa Polski, jak i z réznym natgzeniem w innych krajach.

2. Wybrane modele rozktadu dochodéw

W niniejszych badaniach wykorzystano popularne modele teoretyczne stoso-
wane w aproksymacji rozktadu dochodéw: Singha-Maddali (Burra typu XII),
Fiska (logarytmiczno-logistyczny), log-normalny i gamma. Do oceny stopnia
dopasowania rozktadu teoretycznego do empirycznego rozktadu dochodéw zasto-
sowano wartosci statystyk Kotmogorowa-Smirnowa D, i Andersona-Darlinga A*
[Anderson 1962]. Dodatkowo zgodno$¢ rozktadu teoretycznego i empirycznego
zmierzono za pomocg kwadratu wspétczynnika korelacji R? pomiedzy kwanty-
lami teoretycznymi i kwantylami empirycznymi [D’Agostino i Stephens 1986, Kot
1999b].

Funkcja gestoSci rozktadu Singha-Maddali [Singh i Maddala 1976] ma nastg-
pujacy postac:

—k-1

Foy ()= oc[?)‘k[%) _ {H(%j J dlax>0, (1)

gdzie: a, 3, k —parametry rozktadu.

WartoS¢ Srednia i odchylenie standardowe w rozkfadzie Singha-Maddali dane
S3 wzorami:

s =B L2 (A, @

_ B o+2 koo—2) oo+l ,(ko-1 3
GS‘M"r(k)\/r( o )I‘(k)l‘( o ) F( o )r( o ) ©

gdzie: I' — funkcja gamma.
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Modalng w przedmiotowym rozktadzie mozna zapisa¢ nastepujgco:
1

—1 Yo
MOS_M=B(°‘ ) @

koo+1

Nalezy zauwazy¢, ze Srednia (2) istnieje wowczas, gdy spetniony jest warunek
ka > 1, natomiast odchylenie standardowe (3) istnieje, o ile ko > 2.

Gdy w modelu Singha-Maddali parametr k£ = 1, wéwczas przyjmie on postaé
modelu Fiska [Fisk 1961] z parametrem potozenia {3 i parametrem ksztattu .

Kolejnym z rozwazanych modeli jest rozktad log-normalny [Aitchison i Brown
1957]. Tutaj funkcja gestosci, warto$¢ Srednia, odchylenie standardowe, modalna
dane sg wzorami odpowiednio (5) — (8):

1 Inx—p)*
Jn == exp(—%] dla x>0, )
W,y =exp(+0,56°), ©)
G,y =exp(2u+0)exp(c®) - 11, %
Mo, =exp(u—c), ®)

gdzie: pu, 0 — parametry rozktadu (u« — parametr potozenia, 0 — parametr ksztattu).
W rozktadzie gamma funkcje gestoSci mozna przedstawié nastepujaco:

o) =B x" " exp(-ap™ ) (o) dlax>0, ©)

gdzie: a, 3 — parametry rozktadu (o — parametr ksztattu, 3 — parametr potozenia).

Srednia i odchylenie standardowe w tym rozktadzie dane sq wzorami odpo-
wiednio:

Mg =0, (10)
o, =Bo, (11
Moy, =B(a—1). (12)

Estymacj¢ parametrow omawianych modeli przeprowadzono za pomocg metody
najwiekszej wiarygodnoSci (MNW), metody najmniejszych kwadratow (MNK)
i minimalizacji wartoSci statystyki chi-kwadrat Pearsona (min %2). Postuzono si¢
w tym celu danymi pogrupowanymi w szeregach rozdzielczych przedziatowych.

Jesli szereg rozdzielczy sktada si¢ z k przedziatéw klasowych, a liczebno§é
w j-tej klasie wynosi n, natomiast prawdopodobienstwo tego, ze dochdd przyjmie
warto$¢ z klasy j wynosi p/.(@), to funkcje wiarygodnosci wykorzystywang w esty-
macji mozna przedstawi¢ nastgpujgco [Kot 1999a]:
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L(8)= Hp, (6),

”1'”2 i 13)

gdzie:

n=nn,t.A4n,

0 — wektor szacowanych parametréw modelu.

Funkcja (13) podlega maksymalizacji ze wzgledu na wektor parametréw 0, co
pozwala wyznaczy¢ estymatory tych parametrow.

W metodzie najmniejszych kwadratéow (MNK) parametry wektora 0 sg dobie-
rane w ten sposob, aby minimalizowa¢ funkcje¢ [McDonald i Ransom 1979]:

k(n. 2
K(9)=Z(Zj—pj(e)j . (14)
j=l
Z kolei istota metody minimalizacji warto$ci statystyki x> Pearsona polega na
minimalizacji funkcji [McDonald i Ransom 1979]:

2
X (n —- D (e)j
CH(8)= nzl CRE (15)
Powyzsze metody estymacji zostang poréwnane w dalszej czesci opracowania
pod wzgledem jakoSci dopasowania czterech przedstawionych modeli teoretycz-
nych, jak réwniez pod wzgledem precyzji oszacowania wybranych charakterystyk
liczbowych rzeczywistego rozktadu dochodéw.

3. Miary nieroéwnosci dochodowych i indeksy dobrobytu
spolecznego

Rozktady Singha-Maddali, Fiska, log-normalny i gamma poréwnywano pod
wzgledem dokfadnos$ci oszacowafi miar nieréwnosci dochodowych i indekséw
dobrobytu spolecznego. W praktyce najcze¢Sciej wykorzystywanym wskaznikiem
nieréwnos$ci dochodowych jest miara Giniego G. Wspétczynnik ten stanowi iloraz
przecigtnej absolutnej réznicy pomigdzy dochodami dwdch dowolnych jednostek
1 podwojonego dochodu przecigtnego [Kakwani 1980, Kot 2000]:

G=E|X—Y|,

gdzie: 21
X, Y- dochody dwdch réznych jednostek,
W — przecietny dochdéd.

(16)

Wyzsze warto$ci wspétczynnika (16) Swiadczg o wigkszych nieréwno$ciach
dochodowych w spoteczefistwie. Wspéiczynnik Giniego w modelach Singha-Maddali,
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Fiska, log-normalnym i gamma mozna wyrazi¢ nast¢pujagcymi wzorami [Kot
1999b, Kot 2000]:

Gy y = 1—r(2k—ljr(k)r‘(k—ljr1(2k), a7)
o o
1
Gp= Pt (18)
G, = 2q>(%)—1, (19)
G, =m0 +0,5 " (o +1). (20)

gdzie: ®@ — dystrybuanta rozkfadu normalnego standaryzowanego.

Kolejng analizowang miarg nieréwnoSci jest wspotczynnik Atkinsona
[Atkinson 1970] odwotujacy sie do tzw. ekwiwalentnego dochodu (czyli dochodu,
ktéry rozdzielony pomiedzy kazda jednostke zapewnitby taki sam fgczny
dobrobyt, jak rozktad referencyjny). Wskaznik ten mozna obliczy¢ wedtug wzoru:

1

(e
50 Q1)

Ar=1-
gdzie:

€ — parametr wyrazajacy wage przypisywang transferom dochodéw pomiedzy
r6znymi jednostkami,

E(X) — warto$¢ oczekiwana rozktadu dochodow.

Wraz ze wzrostem parametru ¢ ro$nie znaczenie dochodéw transferowanych
do najubozszych jednostek. W szczegdlnej sytuacji, gdy € = 0, to wszystkim trans-
ferom dochod6éw nadawana jest jednakowa waga.

Przedmiotem oszacowania w niniejszym artykule sa réwniez indeksy Sena
[1973] i Kakwaniego [1980], ktore obliczamy wedtug wzoréw odpowiednio (22)
i(23):

IS=p(l1-G), (22)

u
IK=m (23)
Wartosci obu indekséw umozliwiajg poréwnanie rozktadéw dochodéw ze
wzgledu na przecigtny poziom dochodéw, jak i rozmiary nieréwnosci docho-
dowych. Przyjmuje si¢, ze je§li wspdtczynnik Giniego jest mniejszy od 0,5, to
wskaznik Sena (22) jest dominowany przez przecigtny dochdd u. Natomiast
w sytuacji, gdy G=0,5, to wowczas indeks Giniego G dominuje wskaznik Sena.
Z kolei miernik Kakwaniego (23) jest zawsze bardziej wrazliwy na przecietne
dochody niz na wskaznik Giniego [Kot 1999b].
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4. Wyniki badan empirycznych

Liczebno§¢ préby badawczej pochodzacej z ,,Diagnozy spotecznej” zwigkszono
dodatkowo do 5000 obserwacji poprzez zastosowanie losowania bootstrapowego
z odpowiedniego panelu gospodarstw domowych. Aby zapewni¢ wtaSciwa repre-
zentatywno$¢ proby, zastosowano taki system wazenia dochodéw, ktéry uwzgled-
niat r6znice migdzy czgstoSciami udziatéw zbadanych oséb w tacznej klasyfikacji
wedlug miejsca zamieszkania, wieku i pici, a faktyczng struktura tych udziatéw
w populacji [Czapifiski i Panek 2007]. Aproksymacje teoretycznego rozkladu
dochodéw wykonano za pomoca trzech omowionych weze$niej metod: MNW,
MNK i min ? Pearsona.

Wyniki oszacowania modeli Singha-Maddali, Fiska, log-normalnego i gamma
dopasowanych do rozktadu dochodéw mieszkancéw Krakowa zawierajg odpo-
wiednio tabele 1-4. Bioragc pod uwage wartoSci statystyk Kotmogorowa-Smir-
nowa D, , Andersona-Darlinga A?, a takze R?, trudno wskaza¢ jedng metode
aproksymacji, ktéra we wszystkich modelach zapewnia najlepsze oszacowania
parametréw. W modelach Singha-Maddali oraz Fiska najdoktadniejsze przybli-
zenia rzeczywistych rozktadéw dochodéw uzyskano za pomoca metody MNW,
natomiast w modelach log-normalnym i gamma najlepszg aproksymacj¢ empi-
rycznych rozktadéw daje metoda min 2. Powyzszy wniosek znajduje odzwiercie-
dlenie w wynikach kazdej z trzech statystyk: D , A? oraz R?.

Najgorsze dopasowania wszystkich czterech modeli najczgdciej otrzymywano,
stosujac aproksymacje metodg MNK. Stwierdzono jedynie dwa odstgpstwa od tej
zasady: zgodnie z warto$ciami statystyki A2 najstabsze dopasowanie modelu Fiska
do danych empirycznych uzyskano za pomocg metody min y?, a wedtug wartosci
R? najgorsze przyblizenie rzeczywistego rozktadu dochodu za pomocg modelu
gamma uzyskano stosujagc MNW.

Aby szczegdtowo poréwnaé modele teoretyczne szacowane réoznymi metodami
pod wzgledem stopnia dopasowania do danych empirycznych, sporzadzono ich
rankingi wedtug wartosci kazdej z trzech statystyk: D , A? oraz R?. Uporzad-
kowania modeli okazaty si¢ bardzo podobne, ale nie identyczne (por. tabele 5).
Potwierdzajg to wspotczynniki korelacji rang Spearmana obliczone dla wszystkich
par rankingéw (tabela 6). Wszystkie wspétczynniki sa dodatnie i na poziomie
istotnosci 0,05 statystycznie istotne. Ich stosunkowo wysokie wartoSci wskazujg
na duzg zgodno$¢ uporzadkowan modeli wedtug wartosci statystyk D , A, R?.

Kierujgc si¢ wartoSciami statystyki D , stwierdzamy, ze najlepiej dopasowa-
nymi modelami do empirycznego rozktadu dochodéw mieszkaficow Krakowa
sg kolejno: rozktad log-normalny (szacowany metoda min y?), Singha-Maddali
(MNW) i Singha-Maddali (min ). Natomiast wedtug wartosci D, najstabiej dopa-
sowanymi modelami s3: rozktad gamma (MNK), rozktad Fiska (MNK) i rozktad
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Tabela 1. Wyniki estymacji parametréw modelu Singha-Maddali aproksymujacego

rozktad dochodéw mieszkancow Krakowa w 2013 r.

Metoda. . Parametry modelu Miary d?:j;;)r‘;/g;rl;(j]o danych

estymacji a [3 X Dn I e
MNW 3,2472 1747 0,89533 0,04961 7,905 0,942
MNK 3,1041 1809,6 1,00459 0,06872 13,925 0,884
min 2 3,2358 1756.,8 0,90001 0,05054 10,118 0,918

Zrédto: obliczenia wiasne na podstawie danych z badania ,,Diagnoza spoteczna” 2013, www.dia-

gnoza.com (dostep: 2.10.2014).

Tabela 2. Wyniki estymacji parametréw modelu Fiska aproksymujacego rozktad
dochodéw mieszkancéw Krakowa w 2013 r.

Metoda Parametry modelu Miary dopasowania do danych empirycznych
estymacji o B D, A2 R?
MNW 3,1334 18517 0,05587 8,769 0,908
MNK 2,9249 19027 0,13143 12,601 0,831
min %2 3,0187 1886.,4 0,07048 16,438 0,885

Zrédto: jak do tabeli 1.

Tabela 3. Wyniki estymacji parametréw modelu log-normalnego aproksymujacego
rozktad dochodéw mieszkaficéw Krakowa w 2013 r.

Metoda Parametry modelu Miary dopasowania do danych empirycznych
estymacji w o D, A? R?
MNW 7,5075 0,57965 0,05647 17,702 0,914
MNK 7,6201 0,54021 0,11254 23,514 0,843
min > 7,5242 0,57506 0,04924 13,092 0,934

Zrédto: jak do tabeli 1.

Tabela 4. Wyniki estymacji parametréw modelu gamma aproksymujacego rozktad
dochodéw mieszkancéw Krakowa w 2013 r.

Metoda Parametry modelu Miary dopasowania do danych empirycznych
estymacji a B D, A2 R?
MNW 2,1548 1046,215 0,12541 102,764 0,815
MNK 2,3457 871,38 0,19312 161,882 0,835
min 2 2,2937 980,16 0,09616 89,738 0,864

Zrédto: jak do tabeli 1.
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Tabela 5. Rankingi modeli teoretycznych i metod estymacji wedtug jakoSci dopasowania
do danych empirycznych

. Miejsce w rankingu wedtug wartosci statystyki
Rozktad (metoda estymacji)

D, A? RrR?
Singha-Maddali (MNW) 2 1 1
Singha-Maddali (MNK) 6 6 7
Singha-Maddali (min %?) 3 3
Fiska (MNW) 4 2
Fiska (MNK) 11 4 11
Fiska (min ) 7 7 6
Log-normalny (MNW) 5 8 4
Log-normalny (MNK) 9 9
Log-normalny (min %?) 5 2
Gamma (MNW) 10 11 12
Gamma 12 12 10
Gamma (min %) 8 10 8

Zrédto: jak do tabeli 1.

Tabela 6. Wspotczynniki korelacji rang Spearmana dla uporzadkowan modeli wedtug
jakoSci dopasowania do danych empirycznych

Pary rankingéw modeli T t P
D, & A? 0,706 3,155 0,010
D &R? 0,951 9,732 0,000
A? & R? 0,671 2,864 0,017

Zrédto: jak do tabeli 1.

gamma (MNW). Jesli kierowad si¢ wartoSciami statystyki A2, to najlepsza aprok-
symacj¢ dochoddw otrzymujemy za pomocg rozktadu Singha-Maddali (MNW),
Fiska (MNW) oraz Singha-Maddali (min y?). Najstabiej dopasowanymi modelami
w sensie A? sg modele gamma (MNK), gamma (MNW), gamma (min %?). Biorgc
pod uwage wartoSci kwadratu wspétczynnika korelacji pomiedzy kwantylami
rozktadu teoretycznego i empirycznego, nalezy zauwazy¢, ze najlepiej dopaso-
wanym modelami do danych empirycznych sa kolejno: rozktad Singha-Maddali
(MNW), log-normalny (min %?) i Singha-Maddali (min %?), a najgorzej dopaso-
wane sg odpowiednio: rozktad gamma (MNW), Fiska (MNK) i gamma (MNK).
Przebieg funkcji gestoSci czterech rozwazanych rozktadéw teoretycznych
szacowanych za pomocg metod MN'W, MNK i min ¢’ Pearsona przedstawiono na
rys. 1-4. Analizujac wykresy funkcji gestoSci, mozna stwierdzic, ze stosujac trzy
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Rys. 1. Funkcja gesto$ci modelu Singha-Maddali aproksymujacego empiryczny rozktad
dochodéw mieszkancow Krakowa w 2013 r.

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie danych z badania ,,Diagnoza spoteczna” 2013, www.dia-
gnoza.com (dostep: 2.10.2014).
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Rys. 2. Funkcja gestosci modelu Fiska aproksymujacego empiryczny rozktad dochodéw
mieszkancéw Krakowa w 2013 r.

Zrédto: jak do rys. 1.
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Rys. 3. Funkcja gestoSci modelu log-normalnego aproksymujacego empiryczny rozktad
dochodéw mieszkancéw Krakowa w 2013 r.

Zrédto: jak do rys. 1.
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Rys. 4. Funkcja gestoSci modelu gamma aproksymujgcego empiryczny rozktad
dochoddéw mieszkancow Krakowa w 2013 r.

Zrédto: jak do rys. 1.
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r6zne metody estymacji parametréw, najbardziej zblizone aproksymacje rozktadu
empirycznego otrzymano w modelu Singha-Maddali.

Postugujac si¢ oszacowanymi modelami teoretycznymi, obliczono wybrane
charakterystyki liczbowe rozkaddéw, tj. Srednig, modalna, odchylenie standardowe
i wspoétczynnik zmiennoSci, a otrzymane wyniki poréwnano z charakterystykami
obliczonymi dla rzeczywistego rozktadu dochodéw mieszkanicéw Krakowa
(tabela 7).

Na podstawie przedstawionych rezultatéw mozna stwierdzié, ze modele teore-
tyczne Singha-Maddali, Fiska i gamma szacowane metodg MNW przeszacowujq
Srednig empiryczng wysokos$¢ dochoddw, a takze przeszacowujg odchylenie stan-
dardowe i wspotczynnik zmiennosci. Natomiast wykorzystujac rozktad log-nor-
malnym szacowany metodg MN'W, otrzymamy zanizone oceny tych charakterystyk.

Niedoszacowanie §redniej i modalnej rzeczywistych dochodéw mieszkaficow
Krakowa ma réwniez miejsce, gdy stosujemy modele Singha-Maddali i gamma
w potaczeniu z metodg MNK, a przeszacowanie tych charakterystyk otrzymujemy
dla modeli Fiska i log-normalnego, gdy s3 one szacowane metoda MNK. Wigk-
szo$¢ rozktadéw teoretycznych (z wyjatkiem modelu Fiska) szacowanych metoda
min y’ zaniza warto$¢ modalng empirycznego rozktadu dochodéw i jednoczesnie
zawyza warto$¢ odchylenia standardowego i1 wspdtczynnika zmiennoSci (z wyjat-
kiem rozkfadu log-normalnego). Ponadto rozkfady Fiska i gamma szacowane
metodg min y? przeszacowuja Srednie dochody, a pozostate dwa rozktady estymo-
wane tg metodg niedoszacowuja Sredniej. W wigkszosci przypadkéw to, czy model
teoretyczny niedoszacowuje, czy tez przeszacowuje miary pofozenia lub zmien-
nosci, zalezy od wyboru metody estymacji. Jedynie dwa modele: Singha-Maddali
i Fiska zawsze przeszacowywaty odchylenie standardowe i wspétczynnik zmien-
noSci (niezaleznie od metody estymacji), a model log-normalny zanizal wartosci
tych charakterystyk.

Najmniejszy wzgledny btad oszacowania Sredniego dochodu popelnimy,
stosujac rozktad Fiska szacowany metoda MNW, a najwigkszy — gdy postuzymy
si¢ rozktadem log-normalnym szacowanym metoda MNK. Najlepsze oszaco-
wanie modalnej rozktadu dochodéw otrzymamy, stosujac model Singha-Maddali
estymowany metodg min 2, a najgorsze — gdy zastosujemy rozktad gamma
w potaczeniu z metoda MNK. Najdoktadniejsze oszacowanie zardwno odchy-
lenia standardowego, jak i wspéiczynnika zmienno$ci uzyskano, postugujac si¢
modelem gamma i metodg min 2, a najmniej doktadne, gdy zastosowano model
Fiska i metod¢ MNK. Uwzgledniajac Sredni wzgledny btad oszacowania dla
poszczegolnych charakterystyk liczbowych i biorge pod uwage wszystkie metody
estymacji, mozna stwierdzi¢, ze przecietnie najdoktadniejsze oszacowania Sred-
niej i modalnej otrzymano za pomocg modelu Singha-Maddali, natomiast najdo-
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kfadniejsze oszacowania odchylenia standardowego i wspétczynnika zmiennoS$ci
uzyskano za pomocg modelu gamma.

Tabela 7. Wybrane miary potozenia i zmiennoSci rozktadu dochodéw mieszkaficow
Krakowa w 2013 r.

Rokdad | (UG | Srania | Modama | ORI | Momiennoe
Singha-Maddali MNW 2217,708 1473,364 1815,807 0,819
MNK 2152,933 1457,552 1630,907 0,758
min > 2225,019 1477,838 1819,614 0,818
Fiska MNW 2202,615 1499,346 1651,691 0,750
MNK 2324,577 1491,358 1969,224 0,847
min > 2275474 1501,689 1819,867 0,800
Log-normalny MNW 2154,895 1301,803 1361,734 0,632
MNK 2359,095 152278 1373,292 0,582
min > 2185,384 1330,761 1368,151 0,626
Gamma MNW 2254,384 1208,169 1535,764 0,681
MNK 2043,996 1172,616 1334,578 0,653
min > 2248,193 1268,033 1484449 0,660
Empiryczny 2196,116 1482721 1459,503 0,665

Zrédto: jak do tabeli 1.

Teoretyczne modele rozktadu dochodéw wykorzystano nastgpnie do obliczenia
wybranych miar nieréwnosci dochodowych oraz indekséw dobrobytu spotecz-
nego, a otrzymane wyniki poréwnano z rezultatami obliczonymi dla empirycz-
nych rozktadéw dochodéw. Wyniki wspoétczynnikéw Giniego, Atkinsona (e =0,5),
wskaznika Sena i Kakwaniego przedstawiono w tabeli 8.

Z tabeli 8 wynika, ze wickszo$¢ modeli przeszacowuje zaréwno empiryczny
wskaznik Giniego, jak i wskaznik Atkinsona. Wspé6tczynnik Giniego jest zawsze
przeszacowywany w modelach Singha-Maddali i gamma (niezaleznie od stoso-
wanej metody estymacji), a takze w modelu Fiska w potaczeniu z metodami MNK
oraz min y°. Natomiast w modelu log-normalnym przedmiotowy wskaznik jest
zawsze zanizony przy kazdej z trzech metod estymacji. Wskaznik Atkinsona
jest z kolei przeszacowywany, gdy stosujemy modele Singha-Maddali, Fiska
i gamma oraz niedoszacowany przez model log-normalny (bez wzgledu na
metode estymacji parametrow modeli). Ponadto nalezy zwrdci¢ uwage, ze modele
Singha-Maddali i Fiska najcze¢sciej przeszacowuja wartosci indekséw dobrobytu
spolecznego (w zaleznos$ci od przyjetej metody estymacji), a pozostate modele
przewaznie ich niedoszacowujg. Najbardziej precyzyjne oszacowanie wskaz-
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Tabela 8. Wybrane miary nieréwno$ci dochodowych i indeksy dobrobytu spotecznego

Rozklad Metoda. ' Wsp().lc'zynnik Wzliliiiizs}(;ﬁzlk Wskaznik Wskair}ik
estymacji Giniego €=0.5) Sena Kakwaniego

Singha-Maddali MNW 0,327 0,111 1493,101 1671,551
MNK 0,321 0,086 1460,976 1629,279

min > 0,327 0,090 1497,565 1676,801

Fiska MNW 0,319 0,085 1499,668 1669,733
MNK 0,342 0,098 1529,823 1732,313

min > 0,331 0,092 1521,682 1709,253

Log-normalny MNW 0,318 0,081 1469.,419 1634,847
MNK 0,298 0,070 1657,198 1818,146

min 2 0,316 0,079 1495417 1660,981

Gamma MNW 0,363 0,109 1436,354 1654,154
MNK 0,349 0,100 1329,840 1514,753

min 2 0,353 0,103 1454778 1661,743

Empiryczny 0,319 0,083 1495,241 1664,805

Zrédto: jak do tabeli 1.

nika Giniego rozktadu dochodéw mieszkaficow Krakowa uzyskano za pomoca
modelu Fiska w potaczeniu z metodg MNW, a najmniej precyzyjne oszaco-
wanie tego wskaZnika otrzymano za pomocg modelu gamma i metody MNW.
Najlepsza oceng wskaznika Atkinsona réwniez otrzymano przy wykorzystaniu
modelu Fiska i metody MNW, a najgorszej oceny tego wskaznika dostarczyt
model Singha-Maddali z metodg MNW. Model log-normalny (min y?) najbardziej
precyzyjnie odzwierciedlil wskaznik Sena, a najgorszg oceng¢ tego wskaznika
otrzymano za pomocg modelu gamma (MNK). Najlepsze oszacowanie wskaznika
Kakwaniego uzyskano za pomocg modelu gamma w potgczeniu z metodg min y2,
a najgorsza ocen¢ tego wskaznika dostarczyt model log-normalny (MNK). Postu-
gujgc si¢ Srednim wzglednym btedem oszacowania obliczonym dla poszczegol-
nych miar nieréwnoS$ci dochodowych oraz indekséw dobrobytu spofecznego (przy
uwzglednieniu wszystkich rozpatrywanych metod estymacji), mozna stwierdzic,
ze przecietnie najlepsze oszacowanie wspotczynnika Giniego, a takze wskaz-
nikéw Sena i Kakwaniego zapewnia model Singha-Maddali, natomiast przecigtnie
najdokfadniejsze oszacowanie wskaznika Atkinsona mozna uzyskaé za pomoca
modelu log-normalnego.
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S. Podsumowanie

Na podstawie wynikéw modelowania rozktadu dochodéw mieszkancéw
Krakowa mozna stwierdzié, ze doktadno$¢ oszacowania empirycznych charakte-
rystyk tego rozktadu, jak i sposéb tego oszacowania (przeszacowanie, niedoszaco-
wanie) zaleza w wielu przypadkach nie tylko od przyjetego modelu teoretycznego,
ale réwniez od stosowanej metody estymacji parametréw. Analizujac przecigtne
wzgledne btedy oszacowan charakterystyk rozktadéw dla poszczegdlnych metod
estymacji, nalezy przede wszystkim rekomendowa¢ metode MNW. Modele szaco-
wane za pomocg tej metody przecigtnie najlepiej aproksymowaly §rednig, miary
zréznicowania, wspotczynnik Giniego i wspétczynnik Kakwaniego. Do szaco-
wania modalnej rozktadu dochodéw nalezatoby rekomendowa¢ metod¢ MNK,
a do aproksymacji wspétczynnikéw Atkinsona i Sena — metode min y? Pearsona.

W niniejszym artykule wykazano, Ze najlepsze dopasowanie do danych empi-
rycznych ma model Singha-Maddali. Jego Srednia pozycja w rankingach utwo-
rzonych wzgledem réznych miar dobroci dopasowania jest wyraznie wyzsza od
pozostatych modeli. Mozna tez stwierdzi¢, ze model ten dostarcza przecig¢tnie
najdoktadniejszych oszacowai niektérych charakterystyk liczbowych rozktadu
dochodéw. Dotyczy to zwlaszcza §redniej, modalnej, wspotczynnika Giniego,
indekséw Sena i Kakwaniego. Wniosek jest zgodny z wynikami podobnych badan
prowadzonych wczes$niej nad rozktadami dochodéw [McDonald i Ransom 1979,
Kot 2000, Ostasiewicz 2013].

Jednak stwierdzony charakter oszacowania tym modelem niektorych charaktery-
styk rozkfadu dochoddw jest sprzeczny z wynikami innych autoréw. J.B. McDonald,
M.R. Ransom i K. Ostasiewicz wskazuja na tendencje do niedoszacowywania
przez model Singha-Maddali wielu charakterystyk liczbowych, podczas gdy
w artykule wykazano, ze czgSciej przeszacowuje on te charakterystyki. Przyczyn
rozbiezno$ci mozna upatrywac¢ w odmiennej prébie badawczej, czy innym okresie
badania.

Aby ostatecznie potwierdzi¢ zaobserwowane wtasnosci rozktadu Singha-
-Maddali, konieczne s3a dodatkowe badania przy zwigkszonej liczebnoSci préby
badawczej i zastosowaniu ewentualnie innych metod estymacji parametrow
rozktadu.

Znalezienie mozliwie najlepszego modelu rozktadu dochodéw oraz najlepszej
metody jego estymacji pozwala potem na szczegélowsq i rzetelng oceng wilasci-
wosci rozktadu dochodéw, doktadne zbadanie jego charakterystyk oraz poréw-
nanie go z innymi rozktadami dochodéw. Ponadto znajomo§¢ teoretycznego
rozkfadu dochodéw czesto jest konieczna do prowadzenia bardziej zaawansowa-
nych analiz statystycznych i ekonometrycznych w zakresie struktury zamoznoSci
spoteczefistwa, zréznicowania oraz dysproporcji dochodéw itp. Taka wiedza
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moze by¢ pomocna np. w odpowiednim ksztattowaniu polityki spotecznej przez
wiladciwe gremia rzagdowe i samorzgdowe. Przedmiotowe badania wzbogacaja
takze teorie genezy i ksztattowania si¢ rozktadu dochodéw w spofeczefistwie.
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The Effects of Parameter Estimation Methods of Theoretical Models

of Income Distribution on the Quality of Approximation of the Empirical
Income Distribution of the Inhabitants of Cracow

(Abstract)

The purpose of this article is to find theoretical models and the best estimation
methods that as closely as possible reflect the income distribution of the inhabitants
of Cracow. The study took into account models most commonly used in the analysis
of wages and incomes — Singh-Maddala, Fisk, log-normal distribution, and gamma
distribution. Selected distributions were tested for their precision in estimating the
measures of position, dispersion, and inequality in empirical income distribution
depending on the method of parameter estimation used. To estimate the models, data
on the individual income of the inhabitants of Cracow in 2013 were used; the data
were taken from the “Social Diagnosis” database. The results indicate that the most
precise estimation of income distribution and its characteristics can be achieved using
Singh-Maddala distribution, while the recommended parameter estimation methods is
maximum likelihood method.

Keywords: income distribution, maximum likelihood method, Gini coefficient,
Singh-Maddala distribution.





