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Analiza roli kredytów konsumpcyjnych w procesie dyfuzji innowacji – 

ujęcie aksjomatyczne 

Praca powstała w wyniku realizacji projektu badawczego o nr UMO-2014/13/B/HS4/00552 finansowanego ze 

środków Narodowego Centrum Nauki. 

1. Wprowadzenie 

Zgodnie z teorią rozwoju gospodarczego J. Schumpetera [1912, 1934, 1961] ważnym 

elementem ewolucji innowacyjnej jest proces dyfuzji innowacji, w którym aktywną rolę  pełnią 

zarówno producenci-innowatorzy wprowadzający nowe towary na rynek lub nowe technologie 

produkcji, jak również konsumenci, których akceptacja danej innowacji jest warunkiem 

niezbędnym dla jej sukcesu rynkowego. Zagadnienie aktywnej roli konsumentów pojawiło się 

w wielu opracowaniach z nurtu neo-schumpeterowskiego, dotyczącego teorii ewolucji 

innowacyjnej a zapoczątkowanego  przez Nelsona i Wintera [1982]. W tym nurcie mieści się 

również program badawczy dotyczący modelowania wizji Josepha Schumpetera w aparacie 

pojęciowym teorii równowagi ogólnej Arrowa-Debreu, zapoczątkowany w latach 

dwudziestych ubiegłego wieku i nadal kontynuowany [Malawski 1999, Malawski 2005, 2006, 

Ciałowicz i Malawski 2010, 2011, 2012, 2013, 2014, Ciałowicz 2015, 2016]. 

W tym kontekście, artykuł ten jest rozwinięciem wcześniejszych opracowań a jego 

celem jest aksjomatyczna analiza roli kredytu konsumenckiego w procesie dyfuzji innowacji.  

Głównym celem jest wykazanie, że konsumenci, mając możliwość wykorzystania kredytu 

konsumenckiego w celu realizacji innowacyjnego planu konsumpcji, mają wpływ na proces 

dyfuzji innowacji zainicjowany przez producentów-innowatorów, co w rezultacie wpływa na 

zmiany w całym systemie ekonomicznym.  W szczególności udowodnione zostanie, że kredyt 

konsumencki daje możliwość osiągnięcia lepszego (w sensie optymalizacji działalności 

uczestników rynku) stanu równowagi na koniec procesu dyfuzji innowacji.  

W realizacji postawionego celu wykorzystany zostanie statyczny model ekonomii 

Debreu z własnością prywatną i z pieniądzem, w którym przypomniane zostanie pojęcie jego 

rozszerzenia innowacyjnego. W następnym etapie zdefiniowany zostanie proces dyfuzji 

innowacji w danym modelu oparty na zmianach imitujących w sferze produkcji oraz zmianach 
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innowacyjnych w sferze konsumpcji z uwzględnieniem  oszczędności i kredytów 

konsumenckich. Ważnym elementem badania danego procesu jest porównywanie stanów 

równowagi ze względu na optymalne plany uczestników rynku. Na koniec rola kredytu 

konsumpcyjnego w procesie dyfuzji innowacji zostanie poddana analizie w postaci 

odpowiednich twierdzeń. 

2. Model ekonomii Debreu z pieniądzem oraz jego rozszerzenia 

Rozważmy statyczny model ekonomii Debreu z własnością prywatną i z pieniądzem 

[Ciałowicz i Malawski 2011] w postaci wielozakresowego systemu relacyjnego 𝐸𝑚 =

(ℝℓ+2,  𝑃𝑚, 𝐶𝑚, 𝐹, 𝜃,  ϖ𝑚, μ). Model ten (nazywany w dalszej części: ekonomią Debreu z 

pieniądzem) jest połączeniem systemów produkcji i konsumpcji z pieniądzem oraz sfery 

bankowej, w którym całkowity zasób początkowy jest własnością konsumentów i jednocześnie 

mają oni udziały w zyskach producentów i banków. 

System produkcji z pieniądzem ma postać dwuzakresowego systemu relacyjnego w 

postaci:  𝑃𝑚 = (𝐵, ℝℓ+2, 𝐶ℎ𝑃𝑚
), gdzie 𝐶ℎ𝑃𝑚

= (𝑦𝑚, 𝑝𝑚, 𝜂𝑚, 𝜋𝑚) jest charakterystyką systemu 

𝑃𝑚. W systemie tym  każdy producent 𝑏 ∈ 𝐵  działa w ℓ + 2- wymiarowej przestrzeni towarów  

ℝℓ+2 = ℝℓ𝑅 × ℝℓ𝐹, gdzie ℝℓ𝑅 jest przestrzenią towarów „realnych” a ℝℓ𝐹 jest 2- wymiarową 

przestrzenią finansową, co oznacza, że w każdym planie produkcji dwie ostatnie współrzędne 

przypisane są odpowiednio do oszczędności i kredyty. W systemie tym każdy producent 𝑏 ∈ 𝐵 

charakteryzowany jest przez zbiór planów technologicznie możliwych 𝑦𝑚(𝑏) ≔ 𝑌𝑏 ⊂ ℝℓ+2 a 

celem jego działania jest wybór i realizacja planu produkcji 𝑦𝑏 = (𝑦1, … , 𝑦ℓ, 0, −𝑐𝑏) ∈  𝑌𝑏, w 

którym 𝑐𝑏 oznacza kredyt producenta 𝑏 , który maksymalizuje jego zysk przy danym wektorze 

cen 𝑝𝑚 = (𝑝1, … , 𝑖𝑠, 𝑖𝑐), gdzie  𝑖𝑠, 𝑖𝑐 oznaczają oprocentowanie odpowiednio oszczędności i 

kredytów. Fakt ten opisuje korespondencja podaży 𝜂𝑚   taka, że dla każdego 𝑏 ∈ 𝐵, 𝜂𝑚(𝑏) ≔

 𝜂𝑏(𝑝𝑚) ≔ {𝑦𝑏
′ ∈ 𝑌𝑏: 𝑝𝑚𝑦𝑏

′ =  max
𝑦𝑏∈𝑌𝑏

𝑝𝑚𝑦𝑏} oraz funkcja zysku maksymalnego 𝜋𝑚 taka, że  dla 

każdego 𝑏 ∈ 𝐵,  𝜋𝑚(𝑏) ≔ 𝜋𝑚(𝑝𝑚) ≔ max
𝑦𝑏∈𝑌𝑏

𝑝𝑚𝑦𝑏.  

Podobnie,  formalny model systemu konsumpcji z pieniądzem ma postać 

trójzakresowego systemu relacyjnego: 𝐾𝑚 = (𝐴, ℝℓ, 𝒫, 𝐶ℎ𝐾𝑚
), gdzie 𝐶ℎ𝐾𝑚

=

(𝜒𝑚, 𝑒𝑚, 𝜀𝑚, 𝑝𝑚, 𝛽𝑚, 𝜑𝑚) jest charakterystyką system 𝐾𝑚. W systemie tym każdy konsument 

𝑎 ∈ 𝐴 charakteryzowany jest przez zbiór konsumpcji 𝜒𝑚(𝑎) ≔ 𝑋𝑎 ⊂ ℝℓ+2, taki, że 𝑥𝑎 =

(𝑥1, … . , 𝑥ℓ, 𝑠𝑎, 𝑐𝑎) ∈ 𝑋𝑎, gdzie 𝑠𝑎 oznacza jego oszczędności, 𝑐𝑎 oznacza wysokość jego 

kredytu.  Zakładamy, że oszczędności są traktowane jako wyjścia dla konsumentów, co 

oznacza, że  𝑠𝑎 ≤ 0, natomiast  kredyty konsumenckie są wejściem dla konsumenta, dlatego  
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𝑐𝑎 ≥ 0. Ponadto konsumenta charakteryzuje jego zasób początkowy 𝑒𝑚(𝑎) ≔ 𝑒𝑎 =

 (𝑒1, … , 𝑒ℓ, 𝑠𝑎, 𝑐𝑎) ∈ 𝑋𝑎 oraz relacja preferencji 𝜀𝑚(𝑎) ≔≼𝑎∈ 𝒫 (zawężona do zbioru 

konsumpcji 𝑋𝑎), gdzie 𝒫 jest rodziną wszystkich relacji preferencji w przestrzeni towarów. 

Rola konsumenta polega na wyborze i realizacji planu konsumpcji maksymalizującego jego 

preferencje na jego zbiorze budżetowym 𝛽𝑚(𝑎). Fakt ten opisuje korespondencja popytu 𝜑 

taka, że  𝜑𝑚(𝑎) ≔ {𝑥𝑎
∗ ∈ 𝛽𝑚(𝑎) ∶  ∀𝑥𝑎 ∈  𝛽𝑚(𝑎)    𝑥𝑎 ≼𝑎 𝑥𝑎

∗  }.  

System finansowy 𝐹 ma postać dwuzakresowego systemu relacyjnego: 𝐹 =

(𝑀, ℝℓ+2, 𝐶ℎ𝐹), gdzie 𝐶ℎ𝐹 = (𝑓, 𝑝𝑚, 𝛾, 𝜁) jest charakterystyką systemu  𝐹. W systemie tym 

każdy bank 𝑟 ∈ 𝑀  charakteryzowany jest przez zbiór planów finansowych możliwych do 

realizacji  𝑓(𝑟) ≔ 𝐹𝑟 ⊂ ℝℓ+2. Zakładamy przy tym, że działania banków są neutralne dla dóbr 

realnych, co oznacza, że plan finansowy banku 𝑟 ma postać 𝑓𝑟 = (0, … ,0, 𝑠𝑟 , 𝑐𝑟) ∈ ℝℓ+2, gdzie 

𝑠𝑟 = ∑ 𝑠𝑎𝑟𝑎∈𝐴 , 𝑠𝑎𝑟 ≤ 0 oznacza oszczędności konsumenta 𝑎 w banku 𝑟, 𝑐𝑟 =

∑ 𝑐𝑏𝑟 +𝑏∈𝐵 ∑ 𝑐𝑎𝑟𝑎∈𝐴 , 𝑐𝑏𝑟 ≥ 0 oznacza kredyt producenta 𝑏  udzielony przez bank 𝑟, 𝑐𝑎𝑟 ≥ 0 

oznacza kredyt konsument 𝑎 udzielony przez bank 𝑟. W danym planie finansowym 

oszczędności konsumentów są wejściem (współrzędna ujemna) a kredyty są wyjściem 

(współrzędna dodatnia).  Jednocześnie zgodnie ze współczynnikiem pokrycia kredytowego  

𝜆 < 0, plan finansowy 𝑓𝑟 jest możliwy do realizacji przez bank 𝑟, 𝑓𝑟 ∈ 𝐹𝑟  jeżeli 𝑐𝑟 ≤  𝜆𝑠𝑟. 

Zauważmy, że zgodnie ze współczynnikiem pokrycia kredytowego w przypadku braku 

oszczędności 𝑠𝑟 = 0 bank nie może udzielać kredytów  (𝑐𝑟 = 0), dlatego w rozważanym 

modelu zakładamy, że 𝑠 = ∑ 𝑠𝑟∈𝑀 𝑟
≠ 0. Zgodnie z wprowadzonymi wcześniej oznaczeniami 

zachodzą zależności:  𝑐𝑏 = ∑ 𝑐𝑏𝑟𝑟∈𝑀 , 𝑐𝑎 = ∑ 𝑐𝑎𝑟 , 𝑠𝑎 = ∑ 𝑠𝑎𝑟𝑟∈𝑀𝑟∈𝑀 . 

W danym modelu zakładamy, że każdy bank traktowany jest jak producent działający w 

przestrzeni dóbr finansowych a jego celem działania jest maksymalizacja zysku na zbiorze 

finansowym, przy danym systemie cen. Zgodnie z założeniami, ze oprocentowanie kredytów 

producentów i konsumentów 𝑖𝑐 jest takie samo oraz 𝑖𝑠 < 𝑖𝑐, dla danego wektora cen  𝑝𝑚 =

(𝑝1, … 𝑖𝑠, 𝑖𝑐) zysk każdego banku pochodzi z różnicy oprocentowania kredytów i oszczędności 

𝑖𝑐 − 𝑖𝑠 .  

Działalność banków opisuje korespondencja podaży pieniądza 𝛾  oraz funkcja zysku 

maksymalnego banków 𝜁, przy czym zysk banku z realizacji planu finansowego 𝑓𝑟 przy 

wektorze cen  𝑝𝑚 wynosi: 𝑧𝑟(𝑝𝑚, 𝑓𝑟) ≔  𝑝𝑚 𝑓𝑟 =  𝑖𝑐(∑ 𝑐𝑏𝑟 +𝑏∈𝐵 ∑ 𝑐𝑎𝑟𝑎∈𝐴 ) + 𝑖𝑠(∑ 𝑠𝑎𝑟𝑎∈𝐴 ). 
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Stąd 𝛾(𝑟) = 𝛾𝑟(𝑝𝑚) ≔ {𝑓𝑟
′ ∈ 𝐹𝑟 ∶ 𝑧𝑟(𝑝𝑚, 𝑓𝑟

′ ) = max
𝑓𝑟∈𝐹𝑟

𝑧𝑟 (𝑝𝑚, 𝑓𝑟)}  oraz 𝜁(𝑟) = 𝜁𝑟(𝑝𝑚) ≔

 max
𝑓𝑟∈𝐹𝑟

𝑧𝑟 (𝑝𝑚, 𝑓𝑟)   dla każdy 𝑟 ∈ 𝑀. 

Ekonomia Debreu z pieniądzem   𝐸𝑚  jest kombinacją systemu produkcji z pieniądzem 

𝑃𝑚, systemu konsumpcji z pieniądzem 𝐾𝑚  oraz systemu finansowego 𝐹 taką, że konsumenci 

maja udziały w zyskach zarówno producentów, jak i banków. Udziały te mierzone są 

odpowiednio funkcjami udziałów 𝜃 i 𝜇 takimi, że dla każdej pary (𝑎, 𝑏)  ∈ 𝐴 × 𝐵 liczba 𝜃𝑎𝑏 ∶

=  𝜃(𝑎, 𝑏) ∈ [0,1] opisuje udział konsumenta  𝑎  w zysku producenta  𝑏, przy czym dla każdego  

𝑏 ∈ 𝐵,  ∑ 𝜃𝑎𝑏 = 1𝑎∈𝐴  oraz dla każdej pary (𝑎, 𝑟)  ∈ 𝐴 × 𝑀 liczba 𝜇𝑎𝑟 ∈ [0,1] opisuje udział 

konsumenta  𝑎  w zysku banku  𝑟, przy czym dla każdego  𝑟 ∈ 𝑀,  ∑ 𝜇𝑎𝑟 = 1.𝑎∈𝐴   Ponadto, 

całkowite zasoby początkowe   ϖ ∈  ℝℓ+2  ekonomii  𝐸𝑚 są własnością konsumentów, to 

znaczy ϖ = (ϖ1, ϖ2, … , ϖℓ, ϖ𝑠, ϖ𝑐)  ∶=   ∑ 𝑒𝑎 𝑎∈𝐴 . Zgodnie z powyższymi założeniami 

majątek konsumenta w danym modelu wynosi: 

 𝑤𝑎 = 𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ(𝑝𝑚) ∘ 𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ(𝑒𝑎) + ∑ 𝜃𝑎𝑏𝜋𝑏(𝑝𝑚) +𝑏∈𝐵 ∑ 𝜇𝑎𝑟𝜁𝑟(𝑝𝑚) +𝑟∈𝑀 𝑠𝑎 + 𝑐𝑎  

a zbiór budżetowy ma postać 𝛽𝑚(𝑎) ≔ {𝑥𝑎 ∈ 𝑥𝑚(𝑎): 𝑝𝑚𝑥𝑎 ≤ 𝑤𝑎}. Zauważmy, że 

oszczędności konsumenta pochodzą z niewykorzystanej części jego zasobu początkowego przy 

realizacji planu konsumpcji 𝑥𝑎: 𝑠𝑎 = 𝑝𝑚𝑥𝑎 − 𝑤𝑎. 

Podsumowując, w modelu 𝐸𝑚 rola każdego  uczestnika rynku polega na wyborze i 

realizacji planu działania optymalnego dla niego przy danym systemie cen i  zgodnego z 

indywidualnymi ograniczeniami w działaniu. W szczególności, dla danego wektora cen i 

danych stóp procentowych, każdy konsument decyduje, czy powinien część zasobu 

początkowego przeznaczyć na oszczędności i przenieść swoja siłę nabywczą na przyszłość, czy 

zmienić swoje ograniczenia budżetowe poprzez kredyt konsumpcyjny. Jednocześnie 

producenci, których celem jest maksymalizacja zysku,  mogą uzyskać kredyt z banku, który 

pozwoli mu na realizacje innowacyjnego planu produkcji. Zauważmy, że w danym modelu 

zbiory agentów (producentów, konsumentów i banków) działających w danej przestrzeni nie 

są rozłączne, ponieważ zarówno producenci jak i banki są jednocześnie konsumentami. 

Przedstawiony model jest specyficzną modyfikacją ekonomii Debreu z własnością 

prywatną 𝐸 = (ℝℓ, 𝑃, 𝐾, 𝜃, ϖ) [Debreu 1956], ponieważ 𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ(𝐸𝑚) = 𝐸,  gdzie 𝑃 =

𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ(𝑃𝑚),  𝐾 = 𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ(𝐾𝑚).  

Formalne modelowanie ewolucji innowacyjnej jest oparte na definicji rozszerzenia 

innowacyjnego danego systemu ekonomicznego, przy czym zgodnie z założeniem o wiodącej 

roli producentów w  innowacyjnej ewolucji schumpeterowskiej, przypomniana zostanie 
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najpierw  definicja rozszerzenia innowacyjnego systemu produkcji a następnie wprowadzona 

zostanie definicja rozszerzenia innowacyjnego systemu produkcji z pieniądzem.  

Definicja 2.1 [Malawski 1999]  System produkcji 𝑃′ = (𝐵′, ℝℓ′, 𝐶ℎ𝑃′
′ ) nazywamy 

rozszerzeniem innowacyjnym systemu 𝑃 = (𝐵, ℝℓ, 𝐶ℎ𝑃),  w skrócie 𝑃 ⊂𝑖 𝑃′, jeżeli:        

1)  ℓ ≤  ℓ′     

2)  ∃𝑏′ ∈ 𝐵′   ∀𝑏 ∈ 𝐵       

(2.1) 𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ(𝑌𝑏′
′ ) ⊄ 𝑌𝑏 ,  (2.2) 𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ(𝑝′) = 𝑝,   (2.3) 𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ( 𝜂𝑏′

′ (𝑝′)) ⊄ 𝜂𝑏(𝑝),  

(2.4)  𝜋𝑏(𝑝) <  𝜋𝑏′
′ (𝑝′). 

Definicja 2.2 System produkcji z pieniądzem 𝑃𝑚
′  nazywamy rozszerzeniem innowacyjnym 

systemu 𝑃𝑚, w skrócie 𝑃𝑚 ⊂𝑖 𝑃𝑚
′ , jeżeli:        

1)  𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ(𝑃) ⊂𝑖 𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ′(𝑃′),      2)  ∑ 𝑐𝑏𝑏∈𝐵 < ∑ 𝑐𝑏′
′

𝑏′∈𝐵′ . 

Zgodnie z podaną definicją rozszerzenie innowacyjne systemu produkcji z pieniądzem 

oznacza, że zachodzą zmiany innowacyjne w sferze realnej oraz suma kredytów zwiększa się. 

Założenie drugie opiera się na teorii J. Schumpetera, który twierdził, że zmiany innowacyjne 

wprowadzane przez producentów mogą być realizowane tylko poprzez  kredyty udzielane przez 

banki. 

Zgodnie z schumpeterowską teorią rozwoju gospodarczego zmiany innowacyjne w sferze 

produkcji są determinantami zmian w całym systemie, co bezpośrednio prowadzi do definicji 

rozszerzenia innowacyjnego modelu ekonomii Debreu 𝐸  oraz modelu z pieniądzem 𝐸𝑚. 

Zakładamy przy tym, że zmiany innowacyjne zachodzą tylko w sferze realnej a nie w 

finansowej, co oznacza, że banki nie są innowatorami w tym ujęciu. 

Definicja 2.3 [Malawski 1999]  System ekonomiczny  𝐸′ = (ℝℓ′, 𝑃′, 𝐶′, 𝜃′, ϖ′) nazywamy 

rozszerzeniem innowacyjnym systemu  𝐸 = (ℝℓ, 𝑃, 𝐶, 𝜃, ϖ), w skrócie 𝐸 ⊂𝑖  𝐸′,  jeżeli  

𝑃 ⊂𝑖  𝑃′.  

Niech dane będą dwie ekonomie Debreu z pieniądzem: 𝐸𝑚 = (ℝℓ, 𝑃𝑚, 𝐾𝑚, 𝐹, 𝜃, ϖm, μ), 

𝐸𝑚
′ = (ℝℓ′

, 𝑃𝑚
′ , 𝐾𝑚

′ , 𝐹′, 𝜃′, ϖ𝑚
′ , μ′). 

Definicja 2.4 [Ciałowicz i Malawski, 2011] System ekonomiczny 𝐸𝑚
′  jest  rozszerzeniem 

innowacyjnym systemu 𝐸𝑚 (w skrócie:   𝐸𝑚 ⊂𝑖  𝐸𝑚
′ ), jeżeli:    

1)  𝐸𝑝 ⊂𝑖  𝐸𝑝
′ , gdzie  𝐸𝑝 = 𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ𝑅(𝐸𝑚),  𝐸𝑝

′ = 𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ𝑅 (𝐸𝑚
′ )   (Definicja 2.3),          

2) |∑ 𝑠𝑟𝑟∈𝑀 | < |∑ 𝑠𝑟′
′

𝑟′∈𝑀′ |.
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Zgodnie z przedstawioną Definicją 2.4 rozszerzenie innowacyjne ekonomii Debreu z 

pieniądzem oznacza innowacyjne zmiany w sferze realnej oraz wzrost sumy oszczędności a 

więc również  wzrost sumy kredytów (ze względu na współczynnik pokrycia kredytowego). 

Oznacza to, że przy założeniu niezmienionej sumy kredytów konsumpcyjnych rozszerzenie 

innowacyjne ekonomii Debreu z pieniądzem zachodzi rozszerzenie innowacyjne w systemie 

produkcji z pieniądzem (Definicja 2.2). 

Uwaga   Jeżeli 𝐸𝑚 ⊂𝑖  𝐸𝑚
′   oraz  ∑ 𝑐𝑎 = ∑ 𝑐𝑎′

′
𝑎′∈𝐴′𝑎∈𝐴 ,  to    𝑃𝑚 ⊂𝑖  𝑃𝑚

′ . 

Innym rodzajem zmian w systemie produkcji jest rozszerzenie imitujące stanowiące ważny 

element procesu dyfuzji innowacji.  

Niech dane będą trzy systemy produkcji z pieniądzem: 𝑃𝑚 = (𝐵, ℝℓ+2;  𝑦, 𝑝, 𝜂, 𝜋),  

𝑃𝑚
′ = (𝐵′, ℝℓ

′+2;  𝑦′, 𝑝′, 𝜂′, 𝜋′), 𝑃𝑚
′′ = (𝐵", ℝℓ"+2;  𝑦", 𝑝", 𝜂", 𝜋") takie, że 𝑃𝑚 ⊂𝑖 𝑃𝑚

′  ,  ℓ ≤ ℓ′ ≤

ℓ′′,  𝐵 = 𝐵′ = 𝐵" oraz  𝐵𝑖
′   jest zbiorem producentów-innowatorów w systemie 𝑃𝑚

′ . 

Definicja 2.5. [por. Ciałowicz 2014] System produkcji  𝑃𝑚
′′  nazywamy  rozszerzeniem 

imitującym  systemu produkcji  𝑃𝑚
′   (w skrócie: 𝑃𝑚

′ ⊂𝑖𝑚 𝑃𝑚
′′), jeżeli istnieje producent-

innowator    𝑏𝑖
′ ∈ 𝐵𝑖

′  oraz producent   𝑏′′ ∈ 𝐵′′  taki, że ∃𝑦𝑏′′
′′ ∈ 𝑌𝑏′′

′′   ∃ 𝑦𝑏 ∈ 𝑌𝑏  : 

 projℝℓ+2(𝑦𝑏′′
′′ ) = 𝑦𝑏. 

Powyższa definicja mówi, że w rozszerzeniu imitującym systemu produkcji w systemie 

𝑃𝑚
′′ działa co najmniej jeden producent 𝑏"  , który jest jest imitatorem  producenta-

innowatora   𝑏𝑖
′,  czyli imitator realizuje plan produkcji   𝑦𝑏′′

′′  , który jest imitacją innowacyjnego 

planu produkcji  𝑦𝑏. 

 Zauważmy, że rozszerzenie imitujące nie wyklucza rozszerzenia innowacyjnego, tzn. 

dla danych systemów produkcji może zachodzić  𝑃𝑚 ⊂𝑖 𝑃𝑚
′′ lub 𝑃𝑚

′ ⊂𝑖 𝑃𝑚
′′.  

Definicja 2.6. System ekonomiczny 𝐸𝑚
′  jest  rozszerzeniem systemu 𝐸𝑚 ze zmianami 

imitującymi w sferze produkcji (w skrócie:   𝐸𝑚 ⊂𝑃𝑖𝑚
 𝐸𝑚

′ ), jeżeli 𝑃𝑚 ⊂𝑖𝑚 𝑃𝑚
′ . 

 

3. Analiza innowacyjnych planów produkcji i konsumpcji 

Na podstawie Definicji 2.2 rozszerzenia innowacyjnego systemu produkcji z 

pieniądzem, w zbiorze technologicznie możliwych planów produkcji każdego producenta-

innowatora 𝑏′ ∈ 𝐵′ możemy wyróżnić innowacyjne plany produkcji 𝑦𝑏′
′  takie, że 𝑦𝑏′

′ ∈

𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ(𝑌𝑏′
′ )\𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ(𝑌𝑏) dla każdego 𝑏 ∈ 𝐵. Jednocześnie zmiany innowacyjne dotyczą 
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wyróżnionego towaru realnego, który można nazwać innowacyjnym. Zakładamy przy tym, że 

w przedstawionym ujęciu towar innowacyjny nie jest pieniądzem. 

Definicja 3.1 [por. Ciałowicz 2015] Niech dane będą dwa systemy produkcji 𝑃𝑚
′ , 𝑃𝑚 oraz 

𝑃𝑚 ⊂𝑖 𝑃𝑚
′ . Towar 𝑘 ∈ {1,2, … , ℓ}  nazwiemy innowacyjnym, jeżeli istnieje producent-

innowator 𝑏′ ∈ 𝐵′  oraz istnieje innowacyjny plan produkcji 𝑦𝑏′
′ =  (𝑦1

′ , 𝑦2
′ , … , 𝑦ℓ′

′ , 0, −𝑐𝑏′
′ ) ∈

𝑌𝑏′
′  taki, że dla dowolnego producenta 𝑏 ∈ 𝐵 oraz dowolnego planu produkcji 𝑦𝑏 =

(𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦ℓ, 0, −𝑐𝑏) ∈ 𝑌𝑏 zachodzi 𝑦𝑘
′ ≠ 𝑦𝑘. 

Uwaga  Jeżeli plan produkcji 𝑦𝑏 = (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦ℓ, 0, −𝑐𝑏) jest innowacyjny, to 𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ𝐼  (𝑦𝑏) ≠

𝟎, gdzie 𝟎 = (0,0, … ,0).   

  Zauważmy, że w rozszerzeniu innowacyjnym systemu produkcji z pieniądzem 

obserwowane zmiany innowacyjne zachodzą w procesie produkcji wyróżnionego towaru 𝑘. 

Stąd w przestrzeni towarów możemy wyróżnić podprzestrzeń towarów innowacyjnych ℝℓ𝐼 oraz 

podprzestrzeń towarów nie-innowacyjnych ℝℓ𝑛 , co daje nam możliwość rozważania 

przestrzeni towarów w postaci: ℝℓ+2 = ℝℓ𝑛 × ℝ ℓ𝐼 × ℝ2. Ze względu na dalszą analizę 

zakładamy, że towarem innowacyjnym jest tylko towar konsumpcyjny, czyli wejście dla 

konsumenta lub wyjścia dla producentów (współrzędne dodatnie w planach konsumpcji i 

produkcji). 

Wprowadzone pojęcie towaru innowacyjnego oraz wyszczególnienie w przestrzeni 

towarów dóbr tego rodzaju dotyczy również całego modelu Debreu z pieniądzem, zgodnie z 

definicją jego rozszerzenia innowacyjnego. Stąd możliwe jest zdefiniowanie innowacyjnego 

planu konsumpcji oraz rozszerzenia innowacyjnego systemu konsumpcji z pieniądzem.  

Niech dana będzie ekonomia Debreu z pieniądzem 𝐸𝑚 oraz jej rozszerzenie 

innowacyjne 𝐸𝑚
′  (𝐸𝑚 ⊂𝑖  𝐸𝑚

′ ). 

Definicja 3.2 [por. Ciałowicz 2015] Plan konsumpcji 𝑥′ ∈  ℝℓ′+2 nazywamy innowacyjnym 

jeżeli  𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ𝐼  (𝑥′) > 𝟎, gdzie 𝟎 = (0,0, … ,0), gdzie dla 𝑥, 𝑦 ∈ ℝℓ, 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥ℓ),  𝑦 =

(𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦ℓ), 𝑥 < 𝑦  ⟺  𝑥𝑘 ≤ 𝑦𝑘 dla każdego  𝑘 = 1,2, … , ℓ i  𝑥 ≠ 𝑦. 

Zgodnie z przedstawioną definicją innowacyjnym planem konsumpcji jest plan, w 

którym co najmniej jedno wejście jest towarem innowacyjnym.  

Definicja 3.3 [por. Ciałowicz 2015]   Plan konsumpcji 𝑥𝑎
′ = (𝑥1

′ , … . , 𝑥ℓ′
′ , 𝑠𝑎′

′ , 𝑐𝑎′
′ ) ∈  ℝℓ′+2 

konsumenta 𝑎′ ∈ 𝐴′  nazywamy: 
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a) co najmniej tak innowacyjnym, jak plan 𝑥𝑎 = (𝑥1, … . , 𝑥ℓ, 𝑠𝑎, 𝑐𝑎) ∈  ℝℓ+2 konsumenta 

𝑎 ∈ 𝐴 (w skrócie: 𝑥𝑎 ≤𝐼 𝑥𝑎
′ ) jeżeli  𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ𝐼  (𝑥𝑎) ≤ 𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ𝐼  (𝑥𝑎

′ ) oraz  𝑐𝑎 ≤ 𝑐𝑎′
′ , 

b) bardziej innowacyjny niż plan  𝑥𝑎 = (𝑥1, … . , 𝑥ℓ, 𝑠𝑎, 𝑐𝑎) ∈  ℝℓ+2 konsumenta 𝑎 ∈ 𝐴  (w 

skrócie: 𝑥𝑎 <𝐼 𝑥𝑎
′ )  jeżeli  𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ𝐼  (𝑥𝑎) < 𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ𝐼  (𝑥𝑎

′ ) oraz  𝑐𝑎 ≤ 𝑐𝑎′
′ . 

 

Zgodnie z przedstawioną definicją bardziej innowacyjny jest ten plan konsumpcji, w 

którym ilość żadnego z towarów innowacyjnych nie jest mniejsza a co najmniej jednego towaru 

innowacyjnego jest więcej oraz wysokość  kredytu konsumpcyjnego nie jest mniejsza. 

Zauważmy, ze plan nieinnowacyjny, czyli taki, że   𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ𝐼  (𝑥𝑎) = 0 jest gorszy od każdego 

innowacyjnego z taką sama wysokością kredytu konsumpcyjnego. 

Definicja 3.4 [por. Cialowicz 2015]  Relacja preferencji  ≼𝑎⊂ ℝℓ+2  × ℝℓ+2 konsumenta 𝑎 ∈

𝐴  jest pro-innowacyjna jeżeli dla każdych dwóch planów konsumpcji  𝑥𝑎 , 𝑥𝑎
′ ∈ 𝑋𝑎  zachodzi  

 𝑥𝑎 <𝐼  𝑥𝑎
′  ⟹   𝑥𝑎 ≺𝑎 𝑥𝑎

′  . 

Zgodnie z powyższą definicją jeżeli relacja preferencji danego konsumenta jest pro-

innowacyjna, to woli on plany konsumpcji innowacyjne od nieinnowacyjnych.  

Twierdzenie 3.1 [por. Cialowicz 2015] Niech dany będzie konsument 𝑎 ∈ 𝐴  

charakteryzowany przez zbiór konsumpcji 𝑋𝑎 ≠ ∅ oraz relacje preferencji ≼𝑎. Jeżeli: 

1) ∃𝑥𝑎 ∈ 𝛽𝑎 ≠ ∅ ∶  𝑥𝑎 = (𝑥1, … . , 𝑥ℓ, 𝑠𝑎, 𝑐𝑎)  jest innowacyjny, 

2) ≼𝑎 jest pro-innowacyjna, 

to ∀𝑥𝑎
∗ ∈ 𝜑(𝑎): = {𝑥𝑎

′ ∈ 𝛽𝑎 ∶  ∀𝑥𝑎 ∈ 𝛽𝑎   𝑥𝑎 ≼𝑎 𝑥𝑎
′ }, 𝑥𝑎

∗ =  (𝑥1
∗, … , 𝑥ℓ

∗, 𝑠𝑎
∗ , 𝑐𝑎

∗), gdzie 𝑐𝑎
∗ = 𝑐𝑎  

jest innowacyjnym planem konsumpcji. 

Dowód (nie wprost)  Zakładamy, że istnieje optymalny plan konsumpcji   𝑥𝑎
∗ ∈ 𝜑(𝑎), który 

nie jest innowacyjny, tzn. 𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ𝐼  (𝑥𝑎
∗ ) = 𝟎 oraz istnieje 𝑥𝑎 ∈ 𝛽𝑎 ≠ ∅  taki, że  𝑥𝑎 jest 

innowacyjny, czyli  𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ𝐼 (𝑥𝑎) > 0.  Ponieważ 𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ𝐼  (𝑥𝑎
∗ ) < 𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ𝐼 (𝑥𝑎) oraz 𝑐𝑎

∗ = 𝑐𝑎 z 

założeniem, że relacja preferencji ≼𝑎 jest pro-innowacyjna wynika, że 𝑥𝑎
∗ ≺𝑎 𝑥𝑎. Jednocześnie, 

zgodnie z definicją korespondencji popytu 𝜑(𝑎)  zachodzi 𝑥𝑎 ≼𝑎 𝑥𝑎
∗  co jest sprzeczne z faktem, 

że  𝑥𝑎
∗ ≺𝑎 𝑥𝑎. 

 

Definicja 3.4   Plan produkcji  𝑦′ ∈  ℝℓ+2  nazywamy: 

a) co najmniej tak innowacyjnym, jak plan 𝑦 ∈  ℝℓ+2 (w skrócie: 𝑦 ≤𝐼 𝑦′) jeżeli: 

                           𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ𝐼  (𝑦) ≤ 𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ𝐼  (𝑦′) oraz  𝑝𝑚 ∘ 𝑦 ≤ 𝑝𝑚 ∘ 𝑦 ′, 
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b) bardziej innowacyjny niż plan  𝑦 ∈  ℝℓ+2 (w skrócie: 𝑦 <𝐼 𝑦′)  jeżeli:  

                              𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ𝐼  (𝑦) < 𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ𝐼  (𝑦′) oraz  𝑝𝑚 ∘ 𝑦 < 𝑝𝑚 ∘ 𝑦 ′. 

Powyższa definicja mówi, że bardziej innowacyjny jest ten plan produkcji, w którym co 

najmniej jednego  towaru innowacyjnego jest więcej a żadnego nie jest mniej (dotyczy to tylko 

towarów produkowanych a nie zużywanych w procesie produkcji) a jednocześnie plan ten daje 

producentowi większy zysk niż plan produkcji mniej innowacyjny. 

Uwaga  Jeżeli plan produkcji 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦ℓ, 0, −𝑐) nie jest innowacyjny, czyli 

𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ𝐼  (𝑦) = 𝟎, to dla każdego innowacyjnego plan produkcji 𝑦′ = (𝑦1
′ , 𝑦2

′ , … , 𝑦ℓ
′ , 0, −𝑐′) 

takiego, że  𝑐′ = 𝑐  zachodzi 𝑦 <𝐼 𝑦′, jeżeli 𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ𝐼 (𝑝𝑚) ≥ 𝟎  (wśród towarów innowacyjnych 

nie ma towarów szkodliwych). 

Zgodnie z teorią  Schumpetera w rozwoju innowacyjnym systemu ekonomicznego 

zmiany w działalności konsumentów są efektem zmian innowacyjnych w sferze produkcji ale 

literaturze nurtu neo-schumpeterowskiego [Andersen 2007, Clark i Goldsmith 2006, Green, 

Walsh, Tomlinson i McMeekin 2002, Hanush i Pyka 2006, 2007, Saam 2005] procesy 

ewolucyjne rozważane są jako wielopoziomowe oraz dwukierunkowe zmiany, w których 

również konsumenci wpływają na działalność producentów.  Ponadto zmiany innowacyjne 

mogą występować również w sferze konsumpcji. Stad wprowadzone zostanie rozszerzenie 

innowacyjne systemu z pieniądzem niezbędne do formalnego zdefiniowania procesu dyfuzji 

innowacji.   

Niech dane będą dwa systemy konsumpcji z pieniądzem 𝐾𝑚 oraz 𝐾𝑚
′ . 

Definicja 3.5  System konsumpcji 𝐾𝑚
′   jest rozszerzeniem innowacyjnym systemu  𝐾𝑚, w 

skrócie  𝐾𝑚 ⊂𝑖 𝐾𝑚
′ , jeżeli: 

1)  ℓ = ℓ′,    2)  𝑝 = projℝℓ+2(𝑝′) 

3) ∃𝑎′ ∈ 𝐴′   

(3.1) istnieje 𝑥𝑎′
′ ∈ 𝛽𝑎′

′ ≠ ∅ taki, że 𝑥𝑎′
′  jest innowacyjnym planem konsumpcji,  

(3.2) ≼𝑎′ jest pro-innowacyjna,  

(3.3) ∃𝑥
𝑎′
′ ∈ 𝜑

𝑎′
′   ∀𝑎 ∈ 𝐴  ∀𝑥𝑎 ∈ 𝜑𝑎  𝑥𝑎 <𝐼  𝑥

𝑎′
′ ,    

(3.4) ∑ 𝑠𝑎 ≥ ∑ 𝑠𝑎
′  𝑎′∈𝐴′𝑎∈𝐴 , ∑ 𝑐𝑎 ≤ ∑ 𝑐𝑎

′  𝑎′∈𝐴′𝑎∈𝐴 . 

System konsumpcji 𝐾𝑚
′  jest innowacyjnym rozszerzenie systemu 𝐾, jeżeli w sytemie 

tym działa co najmniej jeden konsument  𝑎′ charakteryzowany przez pro-innowacyjna relacje 

preferencji (założenie 3.2) oraz osiągalnym dla niego innowacyjnym planem konsumpcji 
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(założenie 3.1). Ponadto wśród optymalnych planów konsumenta 𝑎′ jest co najmniej jeden, 

który jest bardziej innowacyjny (w sensie Definicji 3.3) niż optymalne plany konsumpcji 

realizowane przez konsumentów w systemie 𝐾𝑚. 

Definicja 3.6. System ekonomiczny 𝐸𝑚
′  jest  rozszerzeniem systemu 𝐸𝑚 ze zmianami 

innowacyjnymi w sferze konsumpcji (w skrócie:   𝐸𝑚 ⊂𝐾𝑖
 𝐸𝑚

′ ), jeżeli 𝐾𝑚 ⊂𝑖 𝐾𝑚
′ . 

 

4. Klasyfikacja stanów równowagi w modelu Debreu z pieniądzem 

Badając wpływ kredytów konsumenckich na proces dyfuzji innowacji podstawowym  

problem jest porównanie innowacyjności dwóch systemów ekonomicznych powstałych w 

wyniku różnych procesów dyfuzji innowacji. Próbą rozwiązania tego problemu jest 

porównywanie dwóch procesów dyfuzji innowacji tego samego modelu wyjściowego ze 

względu na końcowy stan równowagi. 

Definicja 4.1  

1) Alokacją ekonomii Debreu z pieniądzem 𝐸𝑚 nazywamy  (𝑚 + 𝑛 + 𝑘) - elementowy ciąg 

punktów w przestrzeni  ℝℓ+2 postaci ((𝑥𝑎), (𝑦𝑏), (𝑓r)). 

2) Alokacja ((𝑥𝑎), (𝑦𝑏), (𝑓r)) spełnia warunek równowagi rynkowej, jeżeli: 

a) projℝℓ𝑅 (𝑥 − 𝑦 + 𝑓) = projℝℓ𝑅 (ϖ) gdzie 𝑥 = ∑ 𝑥𝑎𝑎∈𝐴 , 𝑦 = ∑ 𝑦𝑏𝑏∈𝐵 , 𝑓 = ∑ 𝑓𝑟𝑟∈𝑀 , 

b) ∑ 𝑠𝑎𝑎∈𝐴 +  ∑ 𝑠𝑟𝑟∈𝑀 = 2ϖ𝑠, 

c) ∑ 𝑐𝑟𝑟∈𝑀 + ∑ 𝑐𝑎𝑎∈𝐴 +  ∑ 𝑐𝑏𝑏∈𝐵 = 3ϖ𝑐. 

3) Alokacja ((𝑥𝑎), (𝑦𝑏), (𝑓r)) jest osiągalna dla ekonomii 𝐸𝑚, jeżeli:  

a) dla każdego 𝑎 ∈ 𝐴,  𝑥𝑎 ∈ 𝑋𝑎, 

b) dla każdego 𝑏 ∈ 𝐵,  𝑦𝑏 ∈ 𝑌𝑏, 

c) dla każdego 𝑟 ∈ 𝑀, 𝑓𝑟 ∈ 𝐹𝑟, 

d) alokacja ((𝑥𝑎), (𝑦𝑏), (𝑓r)) spełnia warunek równowagi rynkowej. 

Zgodnie z powyższą definicją alokacją nazwiemy przypisanie wszystkim uczestnikom 

rynku pewnych planów działania. Jeżeli plany te są dla nich osiągalne ze względu na 

ograniczenia technologiczne (dla producentów i banków) lub psycho-fizyczne (dla 

konsumentów) oraz zachodzi równowaga na wszystkich rynkach, dana alokacja jest osiągalna. 

Wśród wszystkich alokacji osiągalnych najważniejszymi dla danego modelu są te, które 

utworzone zostały z optymalnych planów działania wszystkich uczestników rynku przy danym, 

ustalonym wektorze cen.  Jeśli taka alokacja istnieje mówimy, że ekonomia jest w równowadze 

a alokacja ta wraz z wektorem cen tworzy stan ogólnej równowagi konkurencyjnej. 
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Definicja 4.2 Stanem ogólnej równowagi konkurencyjnej w ekonomii Debreu z pieniądzem 

𝐸𝑚 nazywamy  (𝑚 + 𝑛 + 𝑘 + 1) – elementowy ciąg punktów 𝑠 = ((𝑥𝑎
∗), (𝑦𝑏

∗), (𝑓𝑟
∗), 𝑝∗) w 

przestrzeni ℝℓ+2 , który spełnia warunki: 

1) plan produkcji 𝑦𝑏
∗ maksymalizuje zysk producenta 𝑏 na zbiorze  𝑌𝑏 przy wektorze cen  

𝑝∗,  dla każdego 𝑏 ∈ 𝐵,  

2) plan finansowy 𝑓𝑟
∗ maksymalizuje zysk banku 𝑟 na zbiorze  𝐹𝑟 przy wektorze cen  𝑝∗,  

dla każdego 𝑟 ∈ 𝑀,  

3) plan konsumpcji 𝑥𝑎
∗   jest planem najlepszym dla konsumenta 𝑎 ze względu na relację 

preferencji ≼𝑎 w jego zbiorze budżetowym 𝛽𝑎 ≔ {𝑥𝑎 ∈ 𝑋𝑎 ∶  𝑝𝑚𝑥𝑎 ≤ 𝑝𝑒(𝑎) +

 ∑ 𝜃𝑎𝑏𝜋𝑏(𝑝𝑚) +𝑏∈𝐵 ∑ μ
𝑟𝑎

𝜁𝑟(𝑝𝑚) +𝑟∈𝑀 𝑠𝑎 + 𝑐𝑎},  dla każdego 𝑎 ∈ 𝐴,   

4) alokacja ((𝑥𝑎
∗), (𝑦𝑏

∗), (𝑓𝑟
∗)) spełnia warunek równowagi rynkowej. 

Dla potrzeb dalszych rozważań a w szczególności analizy wpływu kredytu 

konsumpcyjnego na stan ekonomii na koniec procesu dyfuzji innowacji wprowadzona zostanie 

możliwość porównywania stanów równowagi ze względu na optymalne działania uczestników 

rynku. 

Definicja 4.3  Stan równowagi  𝑠̅ = ((𝑥̅𝑎
∗), (𝑦̅𝑏

∗), (𝑓𝑟̅
∗), 𝑝̅∗) ekonomii 𝐸𝑚 jest lepszy  od stanu 

𝑠 = ((𝑥𝑎
∗), (𝑦𝑏

∗), (𝑓𝑟
∗), 𝑝∗),  w skrócie 𝑠 ⊲ 𝑠̅,  jeżeli: 

1) dla każdego 𝑎 ∈ 𝐴  𝑥𝑎
∗ ≼𝑎 𝑥̅𝑎

∗  oraz istnieje 𝑎′ ∈ 𝐴  𝑥𝑎′
∗ ≺𝑎′ 𝑥̅𝑎′

∗  

2) ∑ 𝜋𝑏(𝑝∗) <𝑏∈𝐵 ∑ 𝜋𝑏(𝑝̅∗)𝑏∈𝐵          3)  ∑ 𝜁𝑟(𝑝∗) ≤𝑟∈𝑀 ∑ 𝜁𝑟(𝑝̅∗).𝑟∈𝑀  

Zgodnie z wprowadzoną definicją lepszym stanem równowagi jest ten, w którym 

wszyscy konsumenci realizują optymalne plany konsumpcji nie gorsze a co najmniej jeden z 

nich realizuje plan lepszy, maksymalny zysk całkowity podsystemu produkcji jest większy, 

natomiast maksymalny zysk całkowity podsystemu finansowego jest nie mniejszy od 

analogicznych zysków w gorszym stanie równowagi. 

5. Analiza procesu dyfuzji innowacji 

Analiza procesu dyfuzji innowacji pojawiła się po raz pierwszy w literaturze w końcu 

XIX wieku w pracach francuskiego socjologa Gabriel Tarde [1890] a następnie została 

rozwinięta w latach 60-tych XX wieku przez E.M. Rogersa  [1962]. Zgodnie z tą teorią proces 

wprowadzania innowacji zostaje zapoczątkowany przez producentów-innowatorów 

wprowadzających na rynek nowe towary lub nowe technologie, czego efektem jest zaburzenie 

stanu równowagi (ruchu okrężnego). W kolejnym etapie w zbiorze producentów pojawiają się 

imitatorzy, którzy powielają plany innowacyjne. Jednocześnie  innowacje odniosą sukces, jeśli 

http://en.wikipedia.org/wiki/Gabriel_Tarde
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zmiany innowacyjne zostaną zaakceptowane przez sferę konsumpcji. Zakończenie danego 

procesu dyfuzji innowacji następuje, gdy  dany system ekonomiczny znajdzie się ponownie w 

stanie równowagi. 

Aksjomatyczna analiza dynamicznego procesu dyfuzji innowacji jest możliwa dzięki 

zastosowaniu matematycznej idei (quasi)-półdynamicznego systemu [cf. Sibirskij and Szube 

1987].  

Rozważmy przestrzeń wszystkich ekonomii Debreu z pieniądzem:  

𝑬𝒎 ∶= {𝐸𝑚 ∶ 𝐸𝑚  jest ekonomią Debreu z pieniądzem}. 

Definicja 5.1  Odwzorowanie 𝑓𝐸𝑚 : 𝑬𝒎  × ℝ+ → 𝑃(𝑬𝒎) jest (quasi)-półdynamicznym 

systemem ekonomii Debreu z pieniądzem, jeżeli:   

1) 𝑓𝐸𝑚 (𝐸𝑚, 0) = {𝐸𝑚},           

2) 𝑓𝐸𝑚
(𝑓𝐸𝑚 (𝐸𝑚, 𝑡1 ), 𝑡2) = 𝑓𝐸𝑚 (𝐸𝑚, 𝑡1 + 𝑡2)   ∀𝑡1, 𝑡2  ∈ ℝ+.  

Niech dany będzie (quasi)-półdynamiczny system 𝑓𝐸𝑚
: 𝐄𝐦 × ℝ+ ⟶ P(𝐄𝐦). 

Definicja 5.2 [por. Ciałowicz, 2015] Zbiór 𝜏+(𝐸𝑚) ≔ {𝑓𝐸𝑚
(𝐸𝑚, 𝑡) ∶  𝑡 ∈ ℝ+  𝑖  𝑓𝐸𝑚

(𝐸𝑚, 0) =

𝐸𝑚} nazywamy półtrajektorią dodatnią (quasi)-półdynamicznej ekonomii Debreu z pieniądzem 

𝐸𝑚. 

 

Niech 𝐸𝑚
𝑡 =  𝑓𝐸𝑚 (𝐸𝑚, 𝑡) oznacza wartość  (quasi)-półdynamicznego systemu po czasie 𝑡.  

Definicja 5.3   (por. Ciałowicz, 2015) Półtrajektorię dodatnią  𝜏+(𝐸𝑚)  nazywamy procesem 

dyfuzji innowacji w ekonomii Debreu z pieniądzem 𝐸𝑚, jeżeli: 

1) 𝐸𝑚 = 𝐸𝑚
0  oraz 

2)  istnieją  𝑡1, 𝑡2 ∈ ℝ+ takie, że  0 < 𝑡1 < 𝑡2 and  𝐸𝑚
0 ⊂𝑖 𝐸𝑚

𝑡1 ⊂𝐾𝑖

𝑃𝑖𝑚 𝐸𝑚
𝑡2 ,  gdzie 𝐸𝑚

0 ⊂𝑖  𝐸𝑚
𝑡1 

oznacza rozszerzenie innowacyjne systemu 𝐸𝑚,  𝐸𝑚
𝑡1 ⊂𝐾𝑖

𝑃𝑖𝑚 𝐸𝑚
𝑡2 ⟺ (𝐸𝑚

𝑡1 ⊂𝑃𝑖𝑚
𝐸𝑚

𝑡2 – 

Definicja 2.6 oraz 𝐸𝑚
𝑡1 ⊂𝐾𝑖

𝐸𝑚
𝑡2  – Definicja 3.6), 

3) dla systemu 𝐸𝑚
𝑡2 istnieje stan równowagi.  

6. Rola kredytu konsumpcyjnego w procesie dyfuzji innowacji  

Kredyt konsumpcyjny pełni ważną role w działalności konsumentów, ponieważ 

zwiększa ich możliwości budżetowe  dając możliwość realizacji planów nieosiągalnych bez 
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tego kredytu. W rezultacie przy niezerowym kredycie zbiór budżetowy danego konsumenta 

powiększa się a optymalne plany mogą się polepszyć w sensie relacji preferencji. 

Niech dany będzie model ekonomii Debreu z pieniądzem 𝐸𝑚 = (ℝℓ+2, 𝑃𝑚, 𝐾𝑚, 𝐹, 𝜃, 𝜛𝑚, 𝜇). 

Twierdzenie 6.1 Niech danych będzie dwóch konsumentów 𝑎, 𝑎′ ∈ 𝐴 takich, że: 

1) 𝑋𝑎 = 𝑋𝑎′,   2) ≼𝑎 =≼𝑎′ , 3) 𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ(𝑒𝑎) = 𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ(𝑒𝑎),  4) , 𝑠𝑎 = 𝑠𝑎′,  5) 𝑐𝑎 ≠ 0, 𝑐𝑎′ = 0 

6) 𝜃𝑎𝑏 = 𝜃𝑎′𝑏 dla każdego 𝑏 ∈ 𝐵  7) 𝜇𝑎𝑟 = 𝜇𝑎′𝑟 dla każdego 𝑟 ∈ 𝑀 , 8) 𝑝𝑚 > 𝟎  

wtedy: 

a) 𝛽𝑚(𝑎′) ⊊ 𝛽𝑚(𝑎) (zbiór budżetowy konsumenta z kredytem niezerowym zawiera w sobie 

zbiór budżetowy konsumenta bez kredytu), 

b) jeżeli ≼𝑎  jest monotoniczna, to 𝑥𝑎′
∗ ≺𝑎 𝑥𝑎

∗  (plan konsumpcji najlepszy z punktu widzenia 

relacji preferencji jest lepszy od najlepszego planu bez kredytu).  

Dowód: 

a) zgodnie z założeniami 3)-7) majątki danych konsumentów wynoszą odpowiednio: 

𝑤𝑎 = 𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ(𝑝𝑚) ∘ 𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ(𝑒𝑎) +  ∑ 𝜃𝑎𝑏𝜋𝑏(𝑝𝑚) +𝑏∈𝐵 ∑ 𝜇𝑎𝑟𝜁𝑟(𝑝𝑚) +𝑟∈𝑀 𝑠𝑎 + 𝑐𝑎, 

𝑤𝑎′ = 𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ(𝑝𝑚) ∘ 𝑝𝑟𝑜𝑗ℝℓ(𝑒𝑎) +  ∑ 𝜃𝑎𝑏𝜋𝑏(𝑝𝑚) +𝑏∈𝐵 ∑ 𝜇𝑎𝑟𝜁𝑟(𝑝𝑚) +𝑟∈𝑀 𝑠𝑎 czyli 𝑤𝑎′ < 𝑤𝑎. 

Stąd dla każdego 𝑥𝑎′ ∈ 𝛽𝑚(𝑎′)  zachodzi  𝑝𝑚𝑥𝑎′ ≤ 𝑤𝑎′ < 𝑤𝑎 czyli  𝑥𝑎′ ∈ 𝛽𝑚(𝑎) 

𝛽𝑚(𝑎) ≔ {𝑥𝑎 ∈ 𝑋𝑎 ∶  𝑝𝑚𝑥𝑎 ≤ 𝑤𝑎} 

b) Zgodnie z definicją monotonicznej relacji preferencji dla każdych dwóch planów 

konsumpcji 𝑥𝑎, 𝑥̃𝑎 ∈ 𝑋𝑎  jeżeli 𝑥𝑎 <  𝑥̃𝑎 (w koszyku towarów 𝑥̃𝑎 żadnego z towarów nie jest 

mniej, niż w koszyku 𝑥𝑎 oraz co najmniej jednego towaru jest więcej),  to 𝑥𝑎 ≺𝑎 𝑥̃𝑎 (𝑥𝑎 jest 

planem gorszym od 𝑥̃𝑎). Jednocześnie dla monotonicznej relacji preferencji optymalny plan 

konsumpcji 𝑥𝑎
∗  spełnia warunek 𝑝𝑚𝑥𝑎

∗ = 𝑤𝑎. Podobnie 𝑝𝑚𝑥𝑎′
∗ = 𝑤𝑎′ 

Jeżeli 𝛽𝑚(𝑎′) ⊊ 𝛽𝑚(𝑎), to istnieje optymalny plan konsumenta 𝑎 taki, że 𝑥𝑎
∗ ∈ 𝛽𝑚(𝑎) i 

𝑥𝑎
∗  ∉ 𝛽𝑚(𝑎′) oraz dla każdego optymalnego planu konsumenta 𝑎′ zachodzi  𝑝𝑚𝑥𝑎′

∗ = 𝑤𝑎′ <

𝑤𝑎 = 𝑝𝑚𝑥𝑎
∗ . Stąd z założenia 8) 𝑝𝑚 > 𝟎 wynika, że 𝑥𝑎′

∗ <  𝑥𝑎
∗  a z monotoniczności relacji 

preferencji otrzymujemy, że 𝑥𝑎′
∗ ≺𝑎 𝑥𝑎

∗ . 

 

 



 

14 

Twierdzenie 6.2 Niech dany będzie system ekonomiczny  𝐸𝑚 oraz dwa procesy dyfuzji 

innowacji w postaci półtrajektorii dodatnich  𝜏+(𝐸𝑚) i  𝜏+̅(𝐸𝑚).    

1)   𝐸𝑚
𝑡1 = 𝐸̅𝑚

𝑡1 ,  𝐹𝑚
𝑡2 = 𝐹̅𝑚

𝑡2, 

2) ℓ
𝑡2 = ℓ̅

𝑡2 , 𝐴 = 𝐴𝑡2 = 𝐴̅𝑡2 , 𝐵 = 𝐵𝑡2 = 𝐵̅𝑡2 , 𝑀 =  𝑀𝑡2 = 𝑀̅𝑡2, 𝑝𝑚
𝑡0 = 𝑝̅𝑚

𝑡0 = 𝑝𝑚
𝑡1 = 𝑝̅𝑚

𝑡1 =

𝑝𝑚
𝑡2 = 𝑝̅𝑚

𝑡2 > 𝟎, 𝜛𝑡2 = 𝜛̅𝑡2, 

3) ∀𝑎 ∈ 𝐴 ∀𝑏 ∈ 𝐵 ∶ 𝜃𝑎𝑏
𝑡0 = 𝜃𝑎𝑏

𝑡1 = 𝜃𝑎𝑏
𝑡2 , ∀𝑎 ∈ 𝐴 ∀𝑟 ∈ 𝑀 ∶  μ

𝑎𝑟
𝑡0 = μ

𝑎𝑟
𝑡1 = μ

𝑎𝑟
𝑡2 , 

4)  ∑ 𝑐𝑎̅
𝑡2 > 0 𝑎̅∈𝐴̅𝑡2  oraz ∀𝑎̅ ∈ 𝐴̅𝑡2 ∶   𝑐𝑎̅

𝑡2 ≥ 0,    ∀𝑎 ∈ 𝐴𝑡2 ∶  𝑐𝑎
𝑡2 = 0 

to      𝑠 ⊲ 𝑠̅,  

gdzie 𝑠̅ = ((𝑥̅𝑎
∗),(𝑦̅𝑏

∗), (𝑓𝑟̅
∗), 𝑝̅∗) jest końcowym stanem równowagi procesu dyfuzji 

innowacji  𝜏̅+(𝐸𝑚), 𝑠 = ((𝑥𝑎
∗),(𝑦𝑏

∗), (𝑓𝑟
∗), 𝑝∗) jest końcowym stanem równowagi procesu 

𝜏+(𝐸𝑚). 

Dowód:    

Część I. Z założenia 4) wynika, że wśród konsumentów w procesie 𝜏+̅(𝐸𝑚) istnieje taki 𝑎̅ ∈

𝐴̅𝑖
𝑡2, dla którego  𝑐𝑎̅

𝑡2 > 0   (konsument ten ma niezerowy kredyt konsumpcyjny), natomiast w 

procesie  𝜏+(𝐸𝑚) wszyscy konsumenci mają kredyt konsumpcyjny zerowy. Zgodnie z 

założeniami 1) - 4) oraz na mocy Twierdzenia 6.1 otrzymujemy 𝑥𝑎̅
∗ <  𝑥𝑎̅

∗   oraz 𝑥𝑎̅
∗ ≺𝑎̅ 𝑥̅𝑎̅

∗  a 

jednocześnie dla każdego 𝑎 ∈ 𝐴 𝑥𝑎
∗ ≼𝑎 𝑥̅𝑎

∗ , czyli spełniona jest warunek 1) Definicji 5.3.  

Część II. Ponieważ 𝑠̅ jest stanem równowagi, więc zachodzi dla niego warunek równowagi 

rynkowej, co w szczególności oznacza, że projℝℓ𝑅 (𝑥̅𝑡2 − 𝑦̅𝑡2 + 𝑓̅𝑡2) = projℝℓ𝑅 (𝜛̅𝑡2), 

∑ 𝑠̅𝑎
𝑡2

𝑎∈𝐴 +  ∑ 𝑠̅𝑟
𝑡2

𝑟∈𝑀 = 2ϖ̅𝑠
𝑡2, ∑ 𝑐𝑟̅

𝑡2
𝑟∈𝑀 + ∑ 𝑐𝑎̅

𝑡2
𝑎∈𝐴 +  ∑ 𝑐𝑏̅

𝑡2
𝑏∈𝐵 = 3ϖ̅𝑐

𝑡2 . 

Analogicznie, ponieważ 𝑠 jest stanem równowagi (w momencie 𝑡2), więc zachodzą warunki: 

projℝℓ𝑅 (𝑥𝑡2 − 𝑦𝑡2 + 𝑓𝑡2) = projℝℓ𝑅 (𝜛𝑡2), ∑ 𝑐𝑟
𝑡2

𝑟∈𝑀 + ∑ 𝑐𝑎
𝑡2

𝑎∈𝐴 +  ∑ 𝑐𝑏
𝑡2

𝑏∈𝐵 = 3ϖ𝑐
𝑡2 . 

Z założenia 2) mamy: projℝℓ𝑅 (𝑥̅𝑡2 − 𝑦̅𝑡2 + 𝑓̅𝑡2) = projℝℓ𝑅 (𝑥𝑡2 − 𝑦𝑡2 + 𝑓𝑡2), jednocześnie z 

założenia 1) otrzymujemy: projℝℓ𝑅 (𝑥̅𝑡2 − 𝑦̅𝑡2) = projℝℓ𝑅 (𝑥𝑡2 − 𝑦𝑡2), co z uwzględnieniem 

pierwszej części dowodu (𝑥𝑎̅
∗ <  𝑥𝑎̅

∗ ) daje: 

projℝℓ𝑅 (−𝑦̅𝑡2) ≤ projℝℓ𝑅 (−𝑦𝑡2) więc projℝℓ𝑅 (𝑦̅𝑡2) ≥ projℝℓ𝑅 (𝑦𝑡2). 

Analogicznie:  ∑ 𝑐𝑟̅
𝑡2

𝑟∈𝑀 + ∑ 𝑐𝑎̅
𝑡2

𝑎∈𝐴 + ∑ 𝑐𝑏̅
𝑡2

𝑏∈𝐵 = ∑ 𝑐𝑟
𝑡2

𝑟∈𝑀 +  ∑ 𝑐𝑏
𝑡2

𝑏∈𝐵 , więc na podstawie 

założenia 1) otrzymujemy:  ∑ 𝑐𝑎̅
𝑡2

𝑎∈𝐴 +  ∑ 𝑐𝑏̅
𝑡2

𝑏∈𝐵 = ∑ 𝑐𝑏
𝑡2

𝑏∈𝐵 . Wynika z tego, że ∑ 𝑐𝑏
𝑡2

𝑏∈𝐵 −

∑ 𝑐𝑏̅
𝑡2

𝑏∈𝐵 = ∑ 𝑐𝑎̅
𝑡2

𝑎∈𝐴 > 0, więc   ∑ 𝑐𝑏
𝑡2

𝑏∈𝐵 > ∑ 𝑐𝑏̅
𝑡2

𝑏∈𝐵 .  

W rezultacie 𝑦̅𝑡2 > 𝑦𝑡2, więc na mocy założenia 2) otrzymujemy: 
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∑ 𝜋𝑏
𝑡2(𝑝𝑚

𝑡2) = 𝑦𝑡2 ∙ 𝑝𝑚
𝑡2 <𝑏∈𝐵 ∑ 𝜋̅𝑏

𝑡2(𝑝̅𝑚
𝑡2) = 𝑦̅𝑡2 ∙ 𝑝̅𝑚

𝑡2
𝑏∈𝐵 , czyli spełniony jest warunek 2) 

Definicji 5.3. 

 Część III. Z założenia 1) wynika, że  ∑ 𝜁𝑟
𝑡2(𝑝𝑚

𝑡2) =𝑟∈𝑀 ∑ 𝜁𝑟̅
𝑡2(𝑝̅𝑚

𝑡2)𝑟∈𝑀 , czyli spełniony jest 

warunek 3) Definicji 5.3. 

 

Zgodnie z wykazanym twierdzeniem jeżeli w procesie dyfuzji innowacji w danym systemie 

ekonomicznym działa konsument z niezerowym kredytem konsumpcyjnym, to osiągnięty stan 

równowagi będzie lepszy niż w przypadku, gdy żaden z konsumentów nie dysponuje takim 

kredytem. 
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