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Streszczenie

W wielu badaniach z zakresu statystyki gospodarczej liczebno$¢ proby jest na tyle
duza, ze obserwacje odstajace maja stosunkowo niewielki wplyw na warto$ci szacowa-
nych parametréw. W badaniach prowadzonych na niskim poziomie agregacji w ramach
statystyki krotkookresowej obecnos$¢ obserwacji odstajacych moze by¢ jednak znaczaca.
Z tego powodu w przypadku populacji takich jak populacja przedsi¢biorstw obok podej-
$cia klasycznego w badaniach powinien by¢ uwzgledniany nurt metod odpornych na
wystepowanie jednostek nietypowych. W literaturze przedmiotu zaproponowano wiele
alternatywnych metod estymacji mniej wrazliwych na wartosci odstajace. W opracowa-
niu weryfikacji empirycznej poddano jedng z nich — M-estymacje¢. Celem analizy byla
ocena jej uzytecznosci w odniesieniu do badania matych przedsi¢biorstw.

Stowa kluczowe: regresja odporna, M-estymacja, statystyka przedsigbiorstw, obserwacje
odstajace.

1. Wprowadzenie

Zatozenia dotyczace rozkladéw jednostek wedtug badanych cech, ktore
muszg by¢ spelnione w przypadku stosowania metody najmniejszych kwadratow,
zostaty precyzyjnie okreslone. Ich niezachowanie prowadzi do obcigzenia szaco-

* Artykut powstat w ramach realizacji projektu sfinansowanego ze §rodkéw Narodowego
Centrum Nauki przyznanych na podstawie decyzji numer DEC-2015/17/B/HS4/00905.
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wanego modelu. Problemy dotyczace niespetnienia wymaganych zatozen mozna
rozwigzac¢, dokonujac transformacji zmiennych. Transformacja nie jest jednak
wystarczajacym rozwigzaniem w przypadku obecnosci obserwacji nietypowych.
Nie zawsze bowiem prowadzi do wyeliminowania, czy chociaz ztagodzenia ich
oddzialywania obcigzajgcego szacunek parametrow modelu. W takiej sytuacji
regresja odporna, ktéora moze wykluczy¢ wpltyw obserwacji odstajacych, stanowi
propozycje godng rozwazenia. W praktyce badan statystycznych do$¢ czesto
napotykamy populacje, ktére charakteryzuja si¢ obecnos$cia obserwacji nietypo-
wych. Zaproponowanych zostato wiele metod badawczych, ktére maja na celu
ztagodzenie wplywu jednostek odstajacych.

W literaturze przedmiotu metody te podzielono na trzy grupy [Cox i in. 1995]:

1) zmieniajace wartosci obserwacji odstajacych (winsorization, trimming),

2) redukujace wagi obserwacji odstajacych,

3) techniki estymacji (regresji) odporne;j.

Metody zaliczane do pierwszej grupy nalezg do najprostszych, rzadziej dzis
stosowanych. Metody wchodzace w sktad drugiej grupy wykorzystywane sg
przede wszystkich w badaniach probkowych. Pozwalajg one na modyfikacje wag
wynikajacych z przyjetego schematu losowania proby. Metody zaliczane do trze-
ciej grupy, czyli techniki estymacji odpornej, w ostatnich latach coraz bardziej
zyskuja na znaczeniu. Wérdd nich wyrdzni¢ mozna M-estymacje, S-estymacje
czy MM-estymacje. Wiele z nich zostato opracowanych juz w latach 70. i 80.
XX w., z tego wzgledu jednak, ze wymagaja one podej$cia iteracyjnego, stoso-
wanie ich bylo ograniczone, gdyz wigzato si¢ m.in. z dlugim czasem obliczen.
Obecnie dostgpne sg pakiety statystyczne umozliwiajace tatwa implementacje
metod. Wzrost zainteresowania technikami regresji odpornej wynika rowniez
z tego, ze ich zastosowanie, w przeciwienstwie do innych metod, nie wymaga
wczesniejszej detekcji obserwacji odstajacych.

Prowadzgc badanie z wykorzystaniem technik regresji odpornej, stajemy
przed koniecznoscia dokonania wyboru takiej metody, ktorej zastosowanie
pozwoli osiggna¢ najlepszy kompromis pomig¢dzy obcigzeniem szacunkéw a ich
efektywno$cia. W wyborze kierowad nalezy sie wlasno$ciami poszczegolnych
metod, ktore zostaly sformutowane m.in. w literaturze przedmiotu [Holland
i Welsch 1977, Huber 1981, Hampel i in. 2011, Chen i Yin 2002], czy tez na
podstawie przeprowadzonych wczesniej badan empirycznych. Wybor metody
wymusza konieczno$¢ podjecia dalszych decyzji, poniewaz w ramach kazdej
z wyroznionych metod stosowanych moze by¢ wiele podejs¢ rdznigcych sig
doborem parametrow lub wykorzystywanych funkcji.

W niniejszym artykule ograniczono si¢ do analizy jednej z najczesciej stoso-
wanych technik regresji odpornej, jaka jest M-estymacja. Celem badania byto
poréwnanie jakosci szacunkéw otrzymanych w oparciu o pig¢ M-estymatorow,
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w ktorych do okreslenia wartosci wag wykorzystano rozne funkcje. Oceny esty-
macji dokonano na podstawie badania empirycznego, w ktorym wykorzystano
dane dotyczace malych przedsigbiorstw dziatajacych w ramach sekcji PKD
»Iransport i gospodarka magazynowa”.

2. M-estymacja

M-estymacja reprezentuje grup¢ regresyjnych odpornych estymatoréw
tzw. pierwszej generacji. Estymator M zostat wprowadzony przez P.J. Hubera
w 1964 r. [Huber 1964] jako odporny na obserwacje nietypowe odpowiednik
podejscia reprezentowanego przez metode najmniejszych kwadratoéw. Minimali-
zuje on funkcje straty p("):

0, =argmin2p(£(9)j, r=y,— X6, 1)
0 i=1 S
gdzie:
p — funkcja celu,
s — parametr skali.

Zaktadajgc, ze parametr skali s jest znany, oszacowanie estymatora 0, otrzy-
mujemy przez rozwigzanie uktadu p réwnan normalnych ze wzglgdu na wektor 6,
rozpisanych jako iloczyn zmiennych niezaleznych i pochodnych czastkowych
funkcji p:

DY —E—|x =0, )]

gdzie:
Y — pochodna funkcji p,
p — liczba zmiennych x.

Zaktada sig tutaj, ze s jest znane. W celu rozwigzania rownania (2) propono-
wane jest zastosowanie metody iteracyjnej wazonych najmniejszych kwadratow
(IRLS) z wagami okreslonymi wzorem [Trzpiot 2013]:

P

Vi _zxikek

\P k=1
W=t 3)
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Szacunku poczatkowej wartosci éo dokonujemy na podstawie KMNK.
W kazdej kolejnej iteracji ¢+ 1 wykorzystuje si¢ wartosci reszt oraz wag otrzy-
mane w iteracji ¢ az do osiggniecia zbieznosci [Alma 2011].

Wartos$ci wag zalezne sg od wyboru funkcji ¥ korespondujacej z funkcja p.
Doboru funkcji ¥ dokonujemy zatem m.in. w zaleznos$ci od tego, jaka wage
chcemy przypisa¢ obserwacjom odstajacym. W literaturze przedmiotu propo-
nowanych jest wiele podejs¢ [Fair 1974, Holland i Welsch 1977, Hampel i in.
2011, Chen i Yin 2002, Bana$ i Ligas 2014]. W celu przyblizenia ich wlasnosci,
oceny przydatno$ci oraz wptywu na wyniki szacunku w niniejszym artykule
zastosowanych zostalo pig¢ najczesciej wykorzystywanych w badaniach empi-
rycznych funkcji: Andrewsa, Tukeya (bisquare), Cauchy’ego, Faira i Hampela
(por. tabela 1):

Funkcja Andrewsa

)
W (x,c)= xc jezeli x| < me, @)
¢
0 w przeciwnym przypadku,
Funkcja Tukeya
2 2
X L
W(x, c) _ [1 _(Z] ] jezeli |x| <c, ®)
0 w przeciwnym przypadku,
Funkcja Cauchy’ego
1
W(x, c) = 7> 6)
1+ (Mj
c
Funkcja Faira
1
W (xie)=—r. .
. ] ™)
c
Funkcja Hampela
1 |x| <a,
a a< |x| <b,
W(x, a,b, c) = |x| ®)
a C—|x|
— b< |x| <c,
|x| c-b
0 w przeciwnym przypadku.
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Tabela 1. Przyjgte warto$ci parametréw funkceji

Funkcje wag Warto$ci parametrow
Andrewsa c=1,339
Tukeya c=4,685
Cauchy’ego c=2,385
Faira c=14
Hampela a=2,b=4,c=8

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie [User’s Guide... 2014].

W praktycznych zastosowaniach parametr skali s jest nieznany. Z uwagi na to,
ze warto$¢ wariancji resztowej pozostaje pod silnym wplywem obserwacji odsta-
jacych, do szacunku parametru skali wykorzystywane sg rozne metody. Wsrod
najczesciej stosowanych wyrdzni¢ mozna tatwy i odporny estymator parametru
skali, jakim jest mediana odchylen bezwzglednych (MAD) (wzgledem pewnego
przyjetego centrum) (por. [Trzpiot 2013]). Mozna go zastosowac¢ dla reszt bliskich
zero, dla pozostajacych w pewnym otoczeniu albo dla reszt z odpornego dopaso-
wania. Iteracyjnie szacuje sie:

m%d ‘ y, —x' 6"
Bo
gdzie: B, = @' (0,75) jest statg (por. [Hampel i in. 2011]).

SA(mH) _

b (9)

M-estymator jest odporny jedynie na obserwacje odstajace w kierunku y, nie
jest natomiast odporny na punkty wysokiej dzwigni. Wptywa to na zakres jego
zastosowan. Stosowany jest bowiem czesto, ale w sytuacjach, w ktorych punkty
wysokiej dzwigni nie sa problemem. Jego punkt zatamania nie jest wysoki
i wynosi 1/n.

3. Charakterystyka badania empirycznego

Miary wykorzystane do oceny szacunkow otrzymanych w badaniu empirycznym

W ocenie szacunkéw wykorzystano R? — odporng wersje wspotczynnika
determinacji (por. [Renaud i Victoria-Feser 2010]):
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_i %7
Zp[”ﬁ]—ip[k §xl J
R? = _ 10)
zp(yi—}lj
F

oraz D — odporng miarg jako$ci dopasowania modelu' (por. [Chen 2003]):

2 —xTD
D=2(5) z;{%} (11)

gdzie:
p — funkcja celu,
[l — estymator parametru potozenia,
§ — estymator parametru skali.

Zalozenia badania

W badaniu empirycznym wykorzystano informacje pochodzace z badania
przedsigbiorstw prowadzonego w ramach statystyki publicznej, oznaczonego
symbolem DGI. Badanie to jest najwigkszym badaniem w Polsce zaliczanym
do krotkookresowej statystyki gospodarczej. Objete sg nim przedsi¢gbiorstwa,
w ktorych pracuje wiecej niz 9 oso6b. Badanie dotyczy wszystkich §rednich
i duzych przedsigbiorstw oraz 10% matych. Prowadzone jest z czestotliwoscia
miesigczng. Dostarcza ono informacji na temat takich zmiennych, jak: przy-
chod, koszt, sprzedaz, transport, ceny, wynagrodzenia, obrot, pracujacy, podatki
i dotacje. W przeprowadzonym badaniu empirycznym ograniczono si¢ do przed-
sigbiorstw matych i $rednich (liczba pracujacych zawiera si¢ w przedziale od 10
do 250), ktore prowadzity dzialalnos¢ gospodarcza w grudniu 2011 r. Analizie
poddano model, w ktéorym jako zmienng zalezng przyjeto przychod, zas zmienng
niezalezng byt koszt. Jako populacj¢ generalng przyjeto wszystkie mate i §rednie
przedsigbiorstwa biorace udzialt w badaniu DGI. Domeng studiow byta jednostka
powstata w wyniku uwzglednienia podziatu na wojewddztwa i rodzaj prowa-
dzonej dzialalno$ci gospodarczej zgodnie z klasyfikacja NACE. W prezentacji
wynikéw badania ograniczono si¢ do 16 domen sekcji ,,Transport” w przekroju
wojewodztw. Selekcji domen dokonano na podstawie warto$ci wspolczynnika
determinacji charakteryzujacego dobro¢ dopasowania modelu. Gtéwnym celem
wyboru domen do analizy byto uwzglednienie tych jednostek, dla ktorych
wartos$ci wspotczynnika determinacji charakteryzowaly si¢ duza dyspersja.
W przypadku sekcji PKD ,, Transport i gospodarka magazynowa” obszar zmien-
nos$ci zawierat si¢ w granicach od 0,041 do 0,999 (por. tabela 3).

U W literaturze angielskojezycznej okre$lanej mianem: the robust deviance.
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Pierwszym etapem analizy byta ocena rozktadow przedsigbiorstw wzgledem
zmiennej ,,przychod” na podstawie informacji pochodzacych z badania DGI.
Wartosci podstawowych charakterystyk, takich jak wspolczynnik zmien-
nosci (65%; 405%), skosnos¢ (0,27; 5,63), obszar zmiennosci (10 357 tys. PLN;
4 092 507 tys. PLN), wskazuja na duze zréznicowanie i bardzo silng asymetri¢
(por. tabela 2). Wlasnosci te przemawiajg za uzyciem metod uwzgledniajacych
obserwacje odstajace. Ich obecnos¢ potwierdzona zostala na podstawie dwoch
miar — RStudenta i statystyki D-Cooka [Rousseeuw i Leroy 1987]:

RStudent

* e *
ple—— 23, 12
" MSE, - J1-h, =
—\2
1 X, -X
h; = —+<—12’ (13)
noy (X -X)
gdzie:
MSE, — $redni kwadrat odchylefi dla reszty po wyeliminowaniu i-tej obser-
wacji,

h,— odlegtos¢ i-tej obserwacji od $redniej warto$ci zmiennej X,
Statystyka D-Cooka
e h 4

D = i — D >-.
i MSE(k+1) (1—/’11.)2 ,>n (14)

Tabela 2. Charakterystyka statystyczna rozktadu zmiennej ,,przychod” (w tys. PLN)
w matych i §rednich przedsi¢biorstwach stanowigcych populacje generalng w badaniu
w przekroju wojewodztw, sekcja PKD ,,Transport i gospodarka magazynowa”, 2011 r.

Wojewodztwo Minimum | Srednia | Mediana |Maximum| Vx (%) | Sko§nosé
Dolnoslaskie 38 6796 5774 24 606 90 1,24
Kujawsko-pomorskie 622 6935 4563 25200 100 1,45
Lubelskie 1036 17 663 4 456 202 558 231 4,22
Lubuskie 553 56 246 5938 751 871 303 3,99
Lodzkie 625 8 680 6072 43 783 106 2,47
Matopolskie 37 21 612 5649 417 352 327 5,62
Mazowieckie 491 146 475 11776 | 4092998 405 5,63
Opolskie 1125 9173 6073 25034 89 0,91
Podkarpackie 758 5298 5278 11 115 72 0,27
Podlaskie 2 046 44010 7 605 443 218 286 3,45
Pomorskie 26 10 459 4621 64 424 138 2,38
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cd. tabeli 2

Wojewddztwo Minimum | Srednia | Mediana |Maximum| Px (%) | Sko$nosé
Slaskie 778 20 700 6712 384 637 261 5,55
Swigtokrzyskie 131 8187 3776 49 336 143 2,52
Warminsko-mazurskie 707 5795 5396 13 965 65 0,76
Wielkopolskie 805 9412 6863 40 564 98 1,87
Zachodniopomorskie 316 12 876 6237 76 897 138 2,21

Zrédto: opracowanie wlasne na podstawie wynikoéw badania DG, 2011.

Tabela 3. Charakterystyka statystyczna liczebno$ci matych i §rednich przedsigbiorstw
stanowigcych populacje generalng w badaniu w przekroju wojewodztw, sekcja PKD
»lransport i gospodarka magazynowa”, 2011 r.

Wojewsdztwo Liczebno.é.é Liczba obserwacji Odsetek qbserwacji I
populacji odstajacych odstajacych
Dolnoslaskie 28 1 3,6 0,498
Kujawsko-pomorskie 24 2 8,3 0,873
Lubelskie 25 2 8,0 0,986
Lubuskie 20 2 10,0 0,041
Lodzkie 30 2 6,7 0,989
Matopolskie 34 4 11,8 0,998
Mazowieckie 73 2 2,7 0,935
Opolskie 14 2 14,3 0,921
Podkarpackie 16 2 12,5 0,977
Podlaskie 12 2 16,7 0,999
Pomorskie 33 3 9,1 0,972
Slaskie 64 4 6,3 0,992
Swietokrzyskie 23 3 13,0 0,996
Warminsko-mazurskie 13 2 15,4 0,888
Wielkopolskie 49 6 12,2 0,982
Zachodniopomorskie 30 2 6,7 0,910

Zrédlo: opracowanie wiasne na podstawie wynikoéw badania DGI, 2011.

Liczbe, udziat procentowy obserwacji odstajacych i R? zaprezentowano
w tabeli 3. Warto$ci wspotczynnika determinacji wskazuja, ze w przypadku
liczniejszych sekcji nawet stosunkowo duza liczba obserwacji odstajacych
niekoniecznie musi mie¢ wplyw na dopasowanie modelu. Z odwrotng sytuacja
spotykamy si¢ w sekcjach mniej licznie reprezentowanych, w ktdrych pojedyncze
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obserwacje odstajace moga mie¢ bardzo duzy wptyw na jakos¢ modelu. O mocy
oddziatywania jednostek nietypowych decyduje bowiem poza ich liczba takze
typ (obserwacje odstajace w kierunku x, obserwacje odstajace w kierunku y) oraz
odlegtos¢ od jednostek typowych.

W prezentacji graficznej pozwalajacej na oceng typu obserwacji odstajacej
ograniczono si¢ do domen o najmniejszej wartosci wspdlczynnika determinacii,
tj. wojewodztwa dolnoslaskiego i lubuskiego (por. rys. 1).

Wyniki empiryczne badania

Celem badania bylo porownanie pigciu M-estymatorow wykorzystujacych
rozne funkcje do okreslenia wartosci wag pod wzglgdem doktadnosci dopaso-
wania modelu, ktora byta reprezentowana przez odporng wersj¢ wspotczynnika
determinacji R? oraz odporng miare¢ jakosci dopasowania modelu D.

Réznice w wartosciach wyzej wskazanych parametréw otrzymanych dla
poszczegblnych rodzajow M-estymatorow odzwierciedlaja wrazliwo$é na obec-
nos¢ réznych typow obserwacji odstajacych oraz odlegtos¢ jednostek nietypo-
wych od pozostatych, standardowych jednostek.

Analiza otrzymanych wynikéw sktania do wniosku, ze wykorzystanie
M-estymacji poprawia jako$¢ dopasowania modelu tylko wtedy, gdy obecne sa
obserwacje odstajace w kierunku y. Jesli blizej przyjrzymy si¢ sekcji ,,Irans-
port”, zauwazymy, ze zastosowanie M-estymacji ze wzgledu na obecnos¢
punktoéw wysokiej dzwigni spowodowato spadek warto$ci wspotczynnika deter-
minacji (w porownaniu z klasyczna metoda najmniejszych kwadratow) w prawie
wszystkich wojewodztwach. Wyjatek stanowito wojewodztwo dolnoslaskie.
Podobne wnioski mozna sformutowaé na podstawie wartosci miary jakosci dopa-
sowania modelu D (por. tabela 4).

Najwyzsze wartosci wspotczynnikow determinacji i najnizsze wartosci
charakterystyki D odnotowano dla funkcji Faira. W przypadku dwoch z zasto-
sowanych funkcji wag — Andrewsa i Tukeya, jakos¢ dopasowania modelu jest
bardzo podobna. W pozostatych dwoch przypadkach, tzn. dla funkeji Cauchy’ego
oraz Hampela, obserwujemy zdecydowanie nizsze wartos$ci wspotczynnika deter-
minacji i wyzsze odpornej miary D.

Zbadano takze parametry modelu oraz wyznaczone dla nich przedziaty
ufnos$ci (por. tabela 5). Zaréwno warto$ci estymatorow parametrow, jak i ich
prezentacja graficzna wskazuja na duzg zgodno$¢ oszacowan w przypadku
wszystkich pigciu analizowanych funkcji wag (por. rys. 2 i 3). Dla dwoch woje-
wodztw — lubelskiego i mazursko-warminskiego, oszacowania wspolczynnika
kierunkowego sa bardzo bliskie zera, co oznacza brak korelacji miedzy zmien-
nymi. W pozostalych przypadkach wartos¢ parametru ksztattuje si¢ na poziomie
jednosci.
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B funkcja Cauchy’ego

B funkcja Tukeya

M funkcja Faira

B funkcja Andrewsa

B funkcja Hampela

Rys. 3. Ocena wyrazu wolnego modelu regresji na podstawie wybranych funkcji

Zrbdlo: opracowanie wlasne na podstawie wynikéw badania DG, 2011.
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4. Whioski

Zastosowanie kazdej z pigciu badanych funkcji z punktu widzenia dopaso-
wania modelu przyniosto zblizone rezultaty. W wielu praktycznych sytuacjach
wykorzystania M-estymacji wybor funkcji W nie jest kluczowy dla uzyskania
dobrego odpornego oszacowania. Najwicksze rozbieznosci w ocenie szacowa-
nych parametréw dotyczyty funkeji Cauchy’ego i Hampela. Dla tych funkcji
jakos¢ dopasowania modelu byla tez najstabsza.

Zastosowanie M-estymatora w przypadku obecnosci wartos$ci odstajacych
moze wplyna¢ na poprawe jakosci dopasowania modelu w porownaniu z klasycz-
nymi metodami szacunkow, zalezy to jednak w duzym stopniu od rodzaju obser-
wacji nietypowej (odlegtosci). M-estymator nie jest odporny na punkty wysokiej
dzwigni, a wiec powinien by¢ stosowany w sytuacjach, w ktorych punkty wyso-
kiej dzwigni nie wystepuja.
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M-estimation in a Small Business Survey
(Abstract)

In many business surveys, sample sizes are large enough to compensate for the pres-
ence of outliers, which have a relatively small impact on estimates. However, at low
levels of aggregation, the impact of outliers might be significant. Therefore, in the case
of a population such as the population of enterprises, the classical approach should be
accompanied by methods that resist the occurrence of outliers. To deal with this problem,
several alternative technique of estimation, less sensitive to outliers, have been proposed
in the statistics literature. In this paper we look at one of them — M-estimation, and
compare its usefulness in the small businesses survey.

Keywords: robust regression, M-estimation, business statistics, outliers.



